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We have developed the Finite Element Method code for MHD Equilibrium Analysis of Axisymmetric Torus Plasma. In this code, 

we have adopted the computational grid based on flux coordinate in order to improve computational accuracy and efficiency. 

 

１． 目的 

本研究は、軸対称系トーラスプラズマの MHD 平衡

を、磁気座標系における有限要素法より求めることを

目的としている。また、平衡解析の結果から磁気軸の

探索を行う。 

２． 解析モデル[1] 

軸対称系トーラスプラズマの MHD 平衡配位は一般

に以下に示すGrad-Shafranov方程式（以下G-S方程式）

を解くことによって得られる。 
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𝜓(R,Z)は磁束関数、p(𝜓) はプラズマ圧力、F(𝜓)はト

ロイダル磁場関数である。プラズマの境界は非円形断

面の固定境界とした。 

３． 磁気座標による有限要素法 

 MHD平衡を解析するために、数値解法として有限要

素法を用いた。有限要素法は円形断面及び非円形断面

などの形状表現を任意に扱うことが可能である。 

G-S 方程式に対する有限要素法の適用には重み付き

残差法を用いた。G-S 方程式の重み付き残差方程式は

次式で表せる 
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重み関数を𝜓∗とし、Ωは解析領域を表し、領域を囲

む境界上𝜕Ωにおいて𝜓∗ = 0を境界条件とする。

𝑓(𝑅, 𝜓)は(1)式の右辺である。 
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(2)式第 1 項についてGreen の定理により部分積分を行

い、また境界上における基本境界条件∫ 𝜓∗
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𝑑𝜏 = 0

（𝑑𝜏は𝜕Ωにそった線要素）を用いることにより、弱形

式の積分方程式(4)式が得られる。 
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(4)式を有限要素法により離散化すると有限要素方程

式が得られる。要素分割として、今回は三角形要素を

用いた離散化を行った。三角形要素の形状関数は次式

で表される。  
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(𝑖, 𝑗, 𝑘) = 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐 

 ここで、(𝑖, 𝑗, 𝑘)は三角形要素の頂点番号、∆は要素面

積をそれぞれ示す。(Fig.1)  

Fig.1  線形三角要素 

また、𝜓、𝜓∗及び𝑓における要素内補間関数は、(5),(6)

式の形状関数を用いて以下のように近似した。 

 

𝜓𝑒(𝑅, 𝑍) = ∑𝑁𝑖𝜓𝑖
𝑖
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(7)  

ここで、𝑖は三角形の頂点についての和、𝑒はそれぞ

れの要素を表す。前述の弱形式(4)式を要素毎の積分の

和で表し、上式を代入し離散化することにより、有限

要素近似された弱形式が得られる。 
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G-S 方程式(1)は右辺の𝑃(𝜓), 𝐹(𝜓)が未知数𝜓の関数

であるため、繰り返し収束計算によって解を求めた。 

 

４． 数値解析の方法 [2] 

 有限要素近似された G-S 方程式は、大規模係数行列

の連立１次方程式となる。また、行列成分の大部分が

0 の疎行列で、非零成分が対角成分を中心とする帯行

列となる。本研究ではこの帯行列を計算するために修

正コレスキー分解法を用いた。修正コレスキー分解は

対称行列Aを係数行列に持つ連立１次方程式𝐴𝒙 = 𝒃の

Aを下三角行列𝐿と上三角行列𝐿𝑇対角行列𝐷に分解する

ことである。 

 𝐴 = 𝐿 𝐷𝐿𝑇 (8)  

分解した対称行列 Aより 

 𝐴𝒙 = 𝐿 𝐷𝐿𝑇𝒙 = 𝐿𝒚 = 𝒃 (9)  

の関係を利用することにより次の二つの方程式を解い

て解𝒙を求める。 

 { 
𝐿𝒚 = 𝒃

𝐷𝐿𝑇𝒙 = 𝒚
 (10)  

帯行列に対して修正コレスキー分解を行う場合は対角

線からもっとも遠く離れている非零成分までの距離半

帯幅mの行列に元の行列を変換し分解を行う。これに

より大きな作業領域を計算機が必要としなくなり分解

を行うことが出来る。 

 有限要素法の計算格子は磁気面に沿った形にしたい

為、磁気座標系を用いた計算格子とした。(Fig.2) 

 

Fig.2  磁気座標系計算格子 

 

計算格子の生成には非円形断面を扱う為、次式を用い

た。 

 
𝑅(𝜃) = 𝑅0 + 𝑎 cos(𝜃 + 𝛿 sin 𝜃) 

𝑍(𝜃) = 𝜅 sin 𝜃 
(11)  

𝜅 , 𝛿は楕円度、三角度をそれぞれ示す。𝑅, 𝜃毎に等間隔

に分割し計算格子の生成を行た。 

 

５． 計算結果 

 以上の原理を用いて、実際にトカマクプラズマに関

する計算を行った結果。トカマク平衡の計算パラメー

ターは以下のようにした。 

以下が計算結果である。 

Fig.3 赤道面上における磁束関数の分布 

この結果より、トカマクの中心から離れた

𝑅 = 5.52 × 10−1m において𝜓 = 6.54 × 10−3wb が最

高値となり磁気軸となる。 

６． 結論と課題 

 軸対称系トーラスプラズマの MHD 平衡を、有限要

素法を用いた磁気座標系計算格子を用い解析する事が

できた。解析結果より従来の矩形メッシュと同等の収

束解を得ることが出来、より正確な MHD 平衡解析を

行うことが期待出来る。 

今後の課題としては計算格子を磁気面に合わせて再

構成していくことで計算精度を向上させることがあげ

られる。すなわち計算結果から求められた磁気軸を計

算格子の中心とし、計算格子を作り直すことにより、

高精度かつ高速に収束が行われると考えられる。 
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