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Abstract : We study a relation between the action of a massless spinning particle written in terms of spinor
variables and the action of the rigid particle.

１．導入
これまでに，スピンをもつ粒子の古典力学的な記述に

関して様々な研究がなされてきた．その中の 1つに，スピ
ナー変数を用いて記述されるスピン (ヘリシティ)をもつ
無質量粒子の作用がある．この作用は，Shirafujiによっ
て研究された無質量粒子のツイスター形式の作用に基づ
いて与えられる [1]．他方で，粒子が描く世界線の曲率を
取り入れた作用がスピンをもつ無質量粒子を記述するこ
とが知られている．この無質量粒子は rigid particleと呼
ばれ，Plyushchayによって考察された [2, 3]．前者の作用
には粒子の軌跡を表す時空変数だけでなくスピン自由度
を与えるためのスピナー変数が導入されているが，後者
は粒子の軌跡を表す時空変数だけで記述されている．そ
のため，この 2つの作用の関係は明確ではない．本研究
では，運動方程式を用いることで，上で述べた 2つの作
用の古典的な関係を考察する．

まず，我々は相対論的自由粒子の作用を基にスピナー
表現でのスピンをもつ無質量粒子の作用を与える．また，
我々は相対論的自由粒子が描く世界線の曲率を積分する
ことで rigid particleの作用を得る．その後，我々は新た
な 1次の作用を与えて，この作用の運動方程式を求める．
運動方程式の解を用いて，1次の作用から得られる等価な
作用を導出する．その結果，導かれた作用がスピナー変数
を用いたスピンをもつ無質量粒子の作用と rigid particle
の作用とが一致していることを確かめる．

２．スピンをもつ無質量粒子の作用
我々は 4次元時空における相対論的粒子の世界線を固

有時間 τ の関数として，xµ(τ) (µ = 0, 1, 2, 3) とする．
このとき，質量 m の相対論的自由粒子の作用は S1 =
−m

∫
dτ

√
ẋµẋµ (ẋµ := dxµ

dτ ) と表せる．しかし，この作
用は無質量粒子 (m = 0)には適用できない．そこで，補助
変数 e(τ)を導入して，S1を S2 = −

∫
dτ( 1

2e ẋµẋ
µ− e

2m
2)

と書き換える．この式で m = 0 とおくと，無質量粒子
の作用が S2 = −

∫
dτ 1

2e ẋµẋ
µ と得られる．さらに，補

助変数 pµ(τ)を導入して，xµ と pµ のスピナー表現 xαα̇

と pαα̇ (α = 0, 1; α̇ = 0̇, 1̇) を用いると，S2 は次のよ
うに表せる: S3 =

∫
dτ(−pαα̇ẋ

αα̇ + e
2pαα̇p

αα̇)．このと
き，e に関する変分から pαα̇p

αα̇ = 0 が導かれる．この
式は 2成分スピナー π̄α と πα̇ を用いて，pαα̇ = π̄απα̇ と
解ける．この結果を S3 に代入すると，次式が得られる:
S4 =

∫
dτ(−ẋαα̇π̄απα̇)．ここで，新たな 2成分スピナー

ψα, ψ̄α̇および補助変数 a(τ)とスピンを表す数 sを導入し
て S4を書き換えると，スピナー変数によるスピンをもつ
無質量粒子の作用が次のように得られる:

S5 =
∫
dτ

[
− ẋαα̇π̄απα̇ − i(ψα ˙̄πα − ψ̄α̇π̇α̇)

+
1
2
a

(
ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2α

) ]
=:

∫
dτL5 . (1)

次に，相対論的自由粒子の無限小距離は ds =
√
|ẋ2|dτ

と書けるので，粒子の方向ベクトル (正規化された速度ベ
クトル)は eµ

1 (τ) := ẋµ(τ)√
|ẋ2|

= dxµ

ds と与えられる．このと
き，粒子の曲率は方向ベクトルの変化率で表される. し
かし，τ で微分すると，曲率の値は τ の取り方で変わっ
てしまう．そのため，τ の取り方によらずに曲率の値が定
まるように，方向ベクトルの曲線の長さ当たりの変化率
を曲率ベクトル kµ(τ) := deµ

1
ds = d2xµ

ds2 として，曲率 k を
k :=

√
|k2| =

√
|(d2xµ

ds2 )2|と定義する．無次元の定数 αを
導入して，曲率 kを dsで積分すると次の作用が得られる:

Sr = −α
∫
kds = −α

∫ √
ẍ2
⊥
ẋ2
dτ =:

∫
dτLr . (2)

ただし，ẍµ
⊥ := ẍµ − ẋµ ẍν ẋν

ẋ2 を定義して，ẋ2 < 0, ẍ2
⊥ < 0

を仮定した．作用Srが記述する無質量粒子は rigid particle
と呼ばれて，αはスピンを表す数となる．

３．スピンをもつ無質量粒子の作用を導く作用
我々は (xµ, qµ, pµ, rµ, a, b)を正準座標として，作用 S̃1 =∫
dτL̃1 を考える．ただし，L̃1 は次式で与えられる:

L̃1 :=(qµ − ẋµ)pµ − q̇µrµ + bqµrµ + a(
√
q2r2 − |α|) (3a)

=(qαα̇ − ẋαα̇)pαα̇ − q̇αα̇rαα̇ + bqαα̇rαα̇

+ a(
√
q2r2 − |α|). (3b)
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式 (3b)の xαα̇, qαα̇, pαα̇, rαα̇, aと bに関するオイラー・ラ
グランジュ方程式から，次の 4つの拘束条件が得られる:

qαα̇rαα̇ = 0, qαα̇pαα̇ = 0, pαα̇rαα̇ = 0, pαα̇pαα̇ = 0. (4)

この連立方程式の解は，次のように求まる:

pαα̇ =π̄απα̇,

qαα̇ =f(τ)(π̄αψ̄α̇ + ψαπα̇),

rαα̇ =ig(τ)(π̄αψ̄α̇ − ψαπα̇). (5)

ただし，f, g は任意の実関数である．このとき，q2 =
qαα̇qαα̇ と r2 = rαα̇rαα̇ は

q2 = −2f2|ψαπ̄α|2 < 0, r2 = −2g2|ψαπ̄α|2 < 0 (6)

となる．ここで，qµは rigid particleの作用における ẋµに
対応しているので，q2 < 0は rigid particleの作用におけ
る ẋ2 < 0と矛盾していないことに注意する．いま，我々
は任意の実関数R = R(τ)と θ = θ(τ)を導入して，ψαπ̄α

を ψαπ̄α = Reiθ と表して，fgを fg = 1/|ψαπ̄α|と選ぶ．
いま，式 (5)を式 (3b)に代入すると，次式が得られる:

L̃2 = − ẋαα̇π̄
′

απ
′

α̇ − i(ψ
′α ˙̄π

′

α − ψ̄
′α̇π̇

′

α̇)

+
1
2
a

(
ψ

′απ̄
′

α + ψ̄
′α̇π

′

α̇ − 2|α|
)
. (7)

ここで，π′

α̇, ψ
′α, π̄

′

α, ψ̄
′α̇ を改めて πα̇, ψ

α, π̄α, ψ̄
α̇ と表し

て独立な 2成分スピナーとして定義すれば，式 (7)は

L̃2 = − ẋαα̇π̄απα̇ − i(ψα ˙̄πα − ψ̄α̇π̇α̇)

+
1
2
a

(
ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2α

)
(8)

と表せる．ただし，αの絶対値は ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇が正と負
の両方の値をとることから外した．ラグランジアン L̃2か
ら得られる作用はスピナー変数で記述された無質量粒子
の作用である式 (1)と一致している．
次に，式 (3a)の rµに関するオイラー・ラグランジュ方

程式
bq2√
q2r2

rµ = q̇µ − aqµ (9)

から得られる

a
√
q2r2 = q̇µrµ − bqµrµ,

a = ±

√(
q̇2

q2
− 2bq̇µqµ

q2
+ b2

)
(10)

を式 (3a)に適用すると，式 (3a)は次のようになる:

L̃r2 =(qµ − ẋµ)pµ − α

√(
q̇2

q2
− 2bq̇µqµ

q2
+ b2

)
(11)

となる．ただし，±|α|を改めて −αとした．式 (11)の b

と pµ に関するオイラー・ラグランジュ方程式

− α

{(
q̇2

q2
− 2aq̇µqµ

q2
+ a2

)}−1/2 (
− q̇

µqµ
q2

+ a

)
= 0,

qµ − ẋµ = 0 (12)

の解は

b =
q̇µqµ
q2

, qµ = ẋµ (13)

と求まる．この解を式 (11)に代入すると，式 (11)は

L̃r3 = − α

√
1
ẋ2

(
ẍ2 − (ẍµẋµ)2

ẋ2

)
= −α

√
ẍ2
⊥
ẋ2

(14)

となる．このラグランジアンから得られる作用は，rigid
particleの作用である式 (2)と一致している．

4．まとめと今後の課題
我々は相対論的自由粒子の作用を基に，スピナー表現で

のスピンをもつ無質量粒子の作用を与えた．さらに，相
対論的自由粒子が描く世界線の曲率を求めて，積分する
ことで rigid particle の作用を得た．我々はこれら 2 つ
のスピンをもつ無質量粒子の関係を調べるために，ラグ
ランジアン (3)の作用積分を考察した．まず，式 (3b)の
xαα̇, qαα̇, pαα̇, rαα̇, aと bに関するオイラー・ラグランジュ
方程式から拘束条件を求めて，連立方程式を満たす解を
得た．このようにして得られた解を式 (3b)に代入するこ
とで，等価なラグランジアン (8)を導き，式 (8)の作用積
分がスピナー変数を用いたスピンをもつ無質量粒子の作
用 (1)と一致することを確かめた．また，式 (3a)の rµに
関するオイラー・ラグランジュ方程式を用いて式 (11)を
得た．その後，式 (11)の pµ と bに関するオイラー・ラ
グランジュ方程式の解を式 (11)に代入することで，ラグ
ランジアン (14)を求めた．すると，式 (14)の作用積分は
rigid particleの作用である式 (2)と一致していることが
わかった．従って，式 (3)を通して，作用 (1)と作用 (2)
は等価であることが確かめられた．
スピンをもつ有質量粒子に対しても同様の考察を行う

ことが今後の課題となる．
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