
熱伝導方程式のコーシー問題
超関数の応用
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定義 1 C∞
0 (Ω)にある種の収束概念を導入したものをD(Ω)と書き,D(Ω)上の連続な線形汎関数を Ω上の超関数と

いい,Ω上の超関数全体の空間をD′(Ω)と書く.

R+ = (0,∞) とおき,次のような時間発展する偏微分方程式を考える.

∂E

∂t
= LE in D′(Rn × R+),

lim
t→+0

E(x, t) = δ(x) in D′(Rn).

 (1)

∂u

∂t
= Lu in D′(Rn × R+),

lim
t→+0

u(x, t) = u0(x) in D′(Rn).

 (2)

問題 (2)のように,ある初期時刻（今の場合は t = 0）に初期値を与えて微分方程式を解く問題を,コーシー問題（ま

たは初期値問題）と呼ぶ. (1)の解 E を,コーシー問題 (2)の基本解という.もし基本解 E が存在するならば,

u = E(t) ∗ u0 (∗は x変数についての合成積）

とおき,右辺が各 t > 0に対してD′(Rn)として意味をもてば, uはコーシー問題 (2)の解となる.

例 (熱伝導方程式)

∂E

∂t
−△E = 0, (x, t) ∈ Rn × R+, (3)

E(0, x) = δ(x).

x変数についてフーリエ変換すると,
∂Ê

∂t
+ |ξ|2Ê = 0, Ê(ξ, 0) =

1

(2π)n
. ここで, ξ をパラメータとみて固定すれば,

常微分方程式の初期値問題になるので,解は求積法により次のように求めることが出来る:

Ê(ξ, t) =
1

(2π)n
e−t|ξ|2 ∈ S′(Rn), t > 0

S′(Rn)は, シュワルツ空間 S(Rn)上の連続な線形汎関数全体からなる空間である. この Ê のフーリエ逆変換を求め

る:

E = F−1[Ê] =
1

(2π)n

∫
rn

eix·ξe−t|ξ|2dξ

=
1

(2π)n
e−

|x|2
4t

n∏
j=1

∫ ∞

−∞
e−t(ξj− i

2txj)
2

dξj

=
1

(2π)n
e−

|x|2
4t

n∏
j=1

∫ ∞

−∞
e−tz2

j dξj =
1

(4πt)n/2
e−

|x|2
4t .

ここで, zj = ξj −
i

2t
xj と変数変換した.また,よく知られた

∫ ∞

−∞
e−tz2

j dzj =

√
π

t
を使った.

熱伝導方程式のコーシー問題を解くために,記号と関数空間を新たに導入する.
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定義 2 X をバナッハ空間, T を正定数とし, f を [0, T ]上で定義されたX 値関数とするとき, t ∈ (0, T )に対して,

∃v ∈ X;
∣∣∣∣∣∣f(t+ h)− f(t)

h
− v

∣∣∣∣∣∣
X
→ 0 (h → 0)

であるならば, f は tで微分可能であるという.各 t ∈ (0, T )に対して,上のような極限 v を対応させる [0, T ]上の X

値関数 v(t)を df(t)/dtと書き, f の導関数という.導関数 df(t)/dtが t変数に関して連続である時, f は連続微分可能

であるという.

自然数または 0であるmに対して,次のように関数空間をおく:

Cm([0, T ];X) = {f : [0, T ] → X; X 値関数として [0, T ]上m回連続微分可能 }

.簡単のため, C0([0, T ];X)を C([0, T ];X)と書くことにする.

定義 3 s ∈ Rとする.このとき, Rn 上のソボレフ空間Hs(Rn)を次のように定める:

Hs(Rn) = {v ∈ S′(Rn); (1 + |ξ|2)s/2v̂(ξ) ∈ L2(Rn)}.

熱伝導方程式のコーシー問題に対する,解の存在と一意性定理を述べる.

定理 1 s ∈ R, u0 ∈ Hs(Rn)とする.このとき, u = E ∗ u0とおくと, uは初期条件 u(0) = u0を満たす (3)の次のク

ラス

C([0,∞);Hs(Rn)) ∩ C1([0,∞);Hs−2(Rn))

に属する解であり, (3)のコーシー問題の解はこのクラスで一意である.

次に,外から熱が与えられた場合の熱伝導方程式に対する,コーシー問題を考えることにする:

∂u

∂t
−△u = f in D′(Rn × R+),

u(x, 0) = u0(x).

 (4)

定理 2 s ∈ Rに対して, u0 ∈ Hs(Rn), f(t) ∈ C([0,∞);Hs(Rn))とする.このとき,

u = E(t) ∗ u0 +

∫ t

0

E(t− τ) ∗ f(τ)dτ

とおくと, uは (4)の

C([0,∞);Hs(Rn)) ∩ C1([0,∞);Hs−2(Rn))

に属する解であり, (4)の解はこのクラスで一意である.
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