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Abstract: We consider the existence and uniqueness for the first eigenfunction of thep-Laplace operator by the methods of

Lindqvist [4]. First, we show the existence for the first eigenfunction by Sobolev’s compact embedding theorem and lower

semicontinuity with respect to the weak convergence. Next, we prove the uniqueness for the first eigenfunction without any

smoothness conditions on domains.

1. p-Laplace作用素の固有値問題

n ∈ Nと有界領域 Ω ⊂ Rn, 1 < p < ∞に対して,{
− div(|Du|p−2

Du) = λ |u|p−2
u in Ω,

u = 0 on∂Ω
(1)

を考える.ここで, u : Ω → Rは未知関数, λは未知定数であ

る. Du =
(

∂u
∂x1

, · · · , ∂u
∂xn

)
であり,ベクトル場F : Ω → Rn

に対して, divF = ∂F
∂x1

+ · · ·+ ∂F
∂xn
である.また,

∆pu := div(|Du|p−2
Du)

= |Du|p−2
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

+ (p− 2) |Du|p−4
n∑

i,j=1

(
∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj

)
を p-Laplace作用素という. この方程式は, v ∈ C∞

0 (Ω)に

対して, F [v] :=
∥Du∥p

Lp(Ω)

∥u∥p
Lp(Ω)

の最小値を求める問題 (変分問

題)に関係している.ここで,

∥v∥pLp(Ω) =

∫
Ω

|v|pdx,

C∞
0 (Ω) = {φ : Ω → R,無限回微分可能,

suppφはコンパクト },

suppφ = {x ∈ Ω : φ(x) ̸= 0} ∩ Ω

である.

注意 1.1. p = 2のとき,通常の線形の Laplace作用素であ

る. uが方程式 (1)の解ならば, k ∈ Rに対して, kuも解

となる. しかし, p ̸= 2のときは u, v が方程式 (1)の解で

あったとしても, u+ vが (1)の解になるとは限らない.し

たがって, p ̸= 2のとき (1)は非線形偏微分方程式である.

注意 1.2. w := v
∥v∥Lp(Ω)

とすれば, ∥w∥pLp(Ω) = 1であり,
∥Dv∥p

Lp(Ω)

∥v∥p
Lp(Ω)

= ∥Dw∥pLp(Ω) となる. したがって, ∥w∥pLp(Ω) =

1の制約条件下における ∥Dw∥pLp(Ω) の変分問題と同値で

ある.
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本研究では, Lindqvistによる (1)の弱解の存在と本質的

一意性についての解析手法を考察する.

2. 弱微分と Sobolev空間

固有関数を滑らかな関数空間でみつけるのは非常に難

しい. そのため,より広い空間であるソボレフ空間を導入

する.

定義 2.1 (弱微分). 局所可積分関数 f : Ω → Rに対して,

任意の φ ∈ C∞
0 (Ω)について,∫

Ω

f
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω

gφdx

をみたす局所可積分関数 g : Ω → Rを f の弱微分といい,
∂f
∂xi

= gとかく.ここで,局所可積分な関数とは, Ωに含ま

れる任意のコンパクト集合Kに対して, K上 Lebesgue積

分可能な関数である.

注意 2.2. f が Ω上で古典的な意味で微分可能ならば,弱

微分 ∂f
∂xi
は古典的微分と一致することが Gaussの発散定

理からわかる.

定義 2.3 (Sobolev空間). α = (α1, · · · , αn) ∈ Zn
+ に対し

て, |α| :=
n∑

i=1

αi と定め, 任意の φ ∈ C |α|(Ω) に対して,

Dαφ := Dα1
1 · · ·Dαn

n φと定める. k ∈ N, 1 ≦ p ≦ ∞に対
して, Sobolev空間W k,p(Ω)を

W k,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) :すべての |α| ≦ kに対して

弱微分Dαf が存在して, Dαf ∈ Lp(Ω)} (2)

と定義する.また, f ∈ W k,p(Ω)に対して, W k,p(Ω)上の f

のノルムを

∥f∥Wk,p(Ω) :=
∑
|α|≦k

∥Dαf∥Lp(Ω)

で定める.

平成 27年度　日本大学理工学部　学術講演会予稿集

 1195

P-6



k ∈ N, 1 ≦ p < ∞ に対して, C∞
0 (Ω) の W k,p(Ω) に

おける閉包を W k,p
0 (Ω) とかく. すなわち, W k,p

0 (Ω) =

C∞
0 (Ω)

∥·∥
Wk,p(Ω) である.

注意 2.4. (1)の境界条件 u = 0 on ∂Ωは u ∈ W 1,p
0 (Ω)で

定式化できる.

3. 第一固有関数の存在

定義 3.1 (弱解). 任意の φ ∈ C∞
0 (Ω)に対して,∫

Ω

|Du|p−2
Du ·Dφdx = λ

∫
Ω

|u|p−2
uφdx (3)

をみたす u ∈ W 1,p
0 (Ω)を,方程式 (1)の弱解という.

定理 3.2(解の存在). F [v]の v ∈ W 1,p
0 (Ω)に関する下限を

λとする. このとき,方程式 (1)の弱解 u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}

が存在する.

定理 3.2の証明の概略. 注意 1.2より,

λ = inf
{
∥Dv∥pLp(Ω) : v ∈ W 1,p

0 (Ω), ∥v∥pLp(Ω) = 1
}

(4)

が成り立つ. W 1,p
0 (Ω) の (4) に関する最小化列を取り,

Sobolevのコンパクト埋め込み ([2] 参照) と ∥Du∥pLp(Ω)

の W 1,p
0 (Ω) における弱下半連続性 ([2] 参照) を用いて,

∥u∥pLp(Ω) = 1, ∥Du∥pLp(Ω) = λをみたす u ∈ W 1,p
0 (Ω)が

存在することを示す. 次に,任意の φ ∈ C∞
0 (Ω)に対して,

t = 0の近傍で,

h(t) :=
∥Du+ tDφ∥pLp(Ω)

∥u+ tφ∥pLp(Ω)

を考えると, h(0) = λより, t = 0で極小値を取ることが

わかる. d
dth(0) = 0を計算すると,∫
Ω

|Du|p−2
Du ·Dφdx = λ

∫
Ω

|u|p−2
uφdx

となる.よって, (1)を定義 3.1の意味でみたす.

4. 第一固有関数の本質的一意性

定理 4.1(本質的一意性, Lindqvist [4]). p ≧ 2とし, λを (3)

で与えられた固有値, u, vは固有値 λに対する固有関数,す

なわち (1)の弱解とする. このとき, uと v は平行である.

すなわち,ある k ∈ Rが存在して, u = kvが成り立つ.

注意 1.1により, uが固有関数ならば, k ∈ Rに対して,

kuも固有関数となる. したがって,定理 4.1は定理 3.2で

とれる第一固有関数が一意であることを主張している.つ

まり,第一固有関数のなす集合が 1次元の線形空間となる.

定理 4.1の証明の概略. Harnackの不等式より, u, v ≧ 0と

してよい ([5]参照).任意の ε > 0に対して, uε = u+ε, vε =

v + εとおく.テスト関数を

ηε = uε

(
1−

(
vε
uε

)p)
, θε = vε

(
1−

(
uε

vε

)p)
(5)

とおき, (3)のφとして ηε, θεをそれぞれ代入すると, Clark-

sonの不等式の精密化により,

λ

∫
Ω

(
up−1

up−1
ε

− vp−1

vp−1
ε

)
(up

ε − vpε ) dx

=

∫
Ω

(up
ε − vpε ) (|D log uε|p − |D log vε|p) dx

− p

∫
Ω

vpε |D log uε|p−2
D log uε · (D log vε −D log uε) dx

− p

∫
Ω

up
ε |D log vε|p−2

D log vε · (D log uε −D log vε) dx

≧ Cp

∫
Ω

(
1

up
ε
+

1

vpε

)
|vεDuε − uεDvε|p dx

が成り立つ. ここで, Cp > 0は pだけによる定数である.

Lebesgueの優収束定理 ([3] 参照)と Fatouの補題 ([3] 参

照) から, vDu − uDv = 0 となる. したがって, (形式的

に)D
(
u
v

)
= vDu−uDv

v2 = 0だから,ある k ∈ Rがあって
u
v = kとなる.よって, u = kvとなる.すなわち, uと vは

平行である.

注意 4.2. (5)のテスト関数を形式的に ε → 0とすると,

η = u
(
1−

( v
u

)p)
, θ = v

(
1−

(u
v

)p)
となるが, u = 0 on∂Ωから u

v ,
v
u が Ωの境界で定義でき

るかわからない.したがって,境界近傍で u
v ,

v
u がどのよう

な挙動をするかを調べて, η, θがテスト関数として利用で

きることを考察する必要がある.先行結果 [1]では,領域Ω

の境界に C2 級を仮定することで,境界近傍の挙動を解析

し, η, θがテスト関数として利用できることを示した. こ

れに対して, uε

vε
, vε

uε
は境界で定義でき, ηε, θε ∈ W 1,p

0 (Ω)

から,境界に条件を加えずともテスト関数として利用する

ことができる.
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