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This paper proposes a design method of the controller for a non-minimum phase system that has one or more zeros in the right-half 

plane. The inverse response caused by the unstable zero deteriorates the tracking performance of the controlled system. The non-

minimum phase transfer function can be expressed by the product of a minimum phase and all pass transfer functions. The controller 

is designed to eliminate the undershoot at the transient response of the system by using the minimum phase state that is the output of 

the minimum phase transfer function. The effectiveness of the proposed control method is verified numerically for the longitudinal 

motion of an aircraft. 

 

１．緒言 

ロケットや航空機の制御対象は，不安定零点を持つ

ことが知られており[1][2]，そのため逆応答に起因した事

故等が報告されている．このようなシステムは非最小

位相系と呼ばれ，極配置を目的とした従来の閉ループ

系では，逆応答を改善することは容易ではない．逆応

答の改善方法として，極零相殺と並列フィードフォ

ワード補償器が挙げられる．極零相殺では，直列補償

器によりシステムの持つ不安定零点を相殺するため，

システムの内部安定は保証されず，モデル化誤差に対

するロバスト性はない．一方，システムに対して並列

に補償器を配置し，システムの構造的性質を失うこと

なく不安定零点を左半平面に移動する方法が提案され

ている．この方法では，閉ループ系の出力を最小位相

化し逆応答を起こさないことはできるが，制御対象の

出力は逆応答となるとめ，根本的な問題の解決には至

らない．  

そこで本研究では，最小位相状態に基づいた制御手

法を提案し，逆応答の改善を試みる．提案手法では，

制御対象の伝達関数を最小位相関数と全域通過関数に

分解し[3][4]，最小位相関数の出力である最小位相状態を

用いた制御器を設計する．ただし，最小位相状態は，

センサ等で計測することはできないため，本稿では，

最小位相状態観測器の設計についても言及する．最後

に，数値シミュレーションにより，提案手法の有効性

を検証する． 

 

２．最小位相状態に基づく制御 

2.1 最小位相状態推定 

本稿では，1 入力 1 出力系の例として航空機の縦運

動を取り扱う．その伝達関数は次式で表せる． 

𝛾

𝛿𝑒

= 𝐺(𝑠) = 𝐾
(𝑇𝑠 + 1)𝜔𝑛

2

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑠 + 𝜔𝑛
2

(1) 

ここで，𝛾は飛行経路角，𝛿𝑒はエレベータ舵角，𝐾と𝑇

は任意の係数，𝜁は減衰比，𝜔𝑛は無減衰固有角周波数

を表す．ただし，𝑇 < 0とする．式(1)はプロパかつ有

理関数で表された既約な伝達関数とする．これより,

伝達関数𝐺(𝑠)を次式のよう分解する[4]． 

𝐺(𝑠) = 𝐺𝑚(𝑠) ⋅ 𝐺𝑎(𝑠) (2) 

添え字𝑚と𝑎は，それぞれ最小位相系及び全域通過を示

す．なお，𝐺𝑚(𝑠)は厳密にプロパな最小位相関数とし，

分母はモニックな多項式とする．また，𝐺𝑎(𝑠)は全域通

過関数で定数項 1 の同次有理多項式とする．さらに，

𝐺𝑎(𝑠)の分子多項式と𝐺𝑚(𝑠)の分母多項式は既約とする

と，式(1)と式(2)から次式を得られる． 

𝐺𝑚(𝑠) = 𝐾
(−𝑇𝑠 + 1)𝜔𝑛

2

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑠 + 𝜔𝑛
2

(3) 

𝐺𝑎(𝑠) =
𝑇𝑠 + 1

−𝑇𝑠 + 1
(4) 

𝐺𝑚(𝑠)は不安定零点を持たないので，𝐺𝑚(𝑠)の関係から

得られる最小位相状態を用いて，これから制御系を設

計する．ただし，実システムへの実装化可能な量は，

センサ等で計測可能な 𝐺𝑎(𝑠)の出力のみであるため，

最小位相状態はオブザーバにより推定する．まず，古

典制御理論と現代制御理論の一意性を考慮すると，次

式のように，𝐺𝑚(𝑠)及び𝐺𝑎(𝑠)は構築される．なお，状

態方程式は最小実現されたものとする． 

�̇�𝑚 = 𝐀𝑚𝐱𝑚 + 𝐁𝑚𝑢 (5) 

𝑦𝑚 = 𝐂𝑚𝐱𝑚 (6) 

�̇�𝑎 = 𝐴𝑎𝑥𝑎 + 𝐵𝑎𝑦𝑚 (7) 

𝑦𝑎 = 𝐶𝑎𝑥𝑎 + 𝐷𝑎𝑦𝑚 (8) 

𝐱𝑚 = [𝑥𝑚 �̇�𝑚]𝑇は最小位相状態量を示し，𝐀𝑚 ∈ 𝑅2×2
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はシステム行列，𝐁𝑚 ∈ 𝑅2は入力行列，𝐂𝑚 ∈ 𝑅2は出力

行列を示す．変数𝑥𝑎，𝑦𝑎，及び係数𝐴𝑎，𝐵𝑎，𝐶𝑎，𝐷𝑎は

全てスカラ量である． 

ここで，最小位相状態観測器を設計するにあたり，

次式に定義する拡張システムを用いる． 

�̇� = 𝐀𝐱 + 𝐁𝑢 (9) 

𝑦𝑎 = 𝐶𝑎𝑥𝑎 + 𝐷𝑎𝑦𝑚 = 𝐂𝐱 (10) 

𝐀 = [
𝐀𝑚 𝟎2×1

𝐵𝑎𝐂𝑚 𝐴𝑎
]，𝐁 = [

𝐁𝑚

0
]  ， 𝐂 = [𝐷𝑎𝐂𝑚 𝐶𝑎] 

𝐀 ∈ 𝑅3×3は拡張システムにおけるシステム行列，𝐁 ∈

𝑅3は入力行列，𝐂 ∈ 𝑅3は出力行列を示す．上式におい

て，システム(𝐀, 𝐂)は可観測なので，オブザーバは以下

のように設計できる． 

�̇̂� = 𝐀�̂� + 𝐁𝑢 + 𝐆(𝑦𝑎 − �̂�𝑎) (11) 

𝐀 = [
𝐀𝑚 𝟎2×1

𝐵𝑎𝐂𝑚 𝐴𝑎
]，𝐁 = [

𝐁𝑚

0
] 

             𝛆 = 𝐱 − �̂�    →    �̇� = (𝐀 − 𝐆𝐂)𝛆   (12) 

ここで，�̂�及び �̂�は推定量，𝐂は拡張システムにおける

出力行列，𝐆はオブザーバゲインを表す． 

2.2 併合システム 

本節では，最小位相状態を用いた逆応答の改善方法

を説明する．まず，式(10)で表した制御対象の出力𝑦𝑎を

微分し，さらに𝑦𝑎の微分を式(14)で表せるものとする．  

                   �̇�𝑎 = 𝐶𝑎�̇�𝑎 + 𝐷𝑎�̇�𝑚 

= 𝐶𝑎(𝐴𝑎𝑥𝑎 + 𝐵𝑎𝑦𝑚) + 𝐷𝑎𝐂𝑚�̇�𝑚 

= (𝐶𝑎𝐵𝑎𝐶𝑚 + 𝐷𝑎𝐂𝑚𝐀𝑚)𝐱𝑚 + 𝐶𝑎𝐴𝑎𝑥𝑎 

                            +𝐷𝑎𝐂𝑚𝐁𝑚𝑢 (13) 

�̇�
𝑎

= −(𝛼𝑦
𝑎

+ 𝛽𝑇𝑟) − 𝛽 ∫ (𝑦
𝑎

− 𝑟
𝑡

0
)𝑑𝑡 (14) 

ここで，𝑟は𝑦𝑎の一定目標値，𝛼と𝛽は任意の定数である．

式(14)から次式の微分方程式が得られる． 

�̈�𝑎 + 𝛼�̇�𝑎 + 𝛽𝑦𝑎 = −𝛽𝑇�̇� + 𝛽𝑟 (15) 

式(13)と式(14)より，制御入力𝑢は，最小位相状態及び

𝑦𝑎の推定量を用いて，以下のように導出される． 

𝑢 = − (𝐊�̂� + 𝑘𝑎�̂�𝑎 + 𝑘𝐼 (𝑇𝑟 + ∫ (�̂�𝑎 − 𝑟)𝑑𝑡
𝑡

0

)) (16) 

𝐊 = [
(𝐷𝑎𝑪𝒎𝑨𝒎 + 𝐶𝑎𝐵𝑎𝑪𝒎)

𝐷𝑎𝑪𝒎𝑩𝒎

 
 𝐶𝑎𝐴𝑎

𝐷𝑎𝑪𝒎𝑩𝒎

] 

𝑘𝑎 =
𝛼

𝐷𝑎𝐂𝑚𝐁𝑚

, 𝑘𝐼 =
𝛽

𝐷𝑎𝐂𝑚𝐁𝑚

 

式(16)のように，最小位相状態を用いた制御入力により，

式(15)に示す𝑦𝑎を実現することができる．すなわち，シ

ステムから不安定零点を消去し，逆応答の改善が可能

となる．さらに，係数𝛼と𝛽により出力応答の収束性や

速応性を調整することが可能なことも分かる． 

３．数値シミュレーション 

 数値シミュレーションでは，式(1)に示す航空機の縦

運動に対して提案手法を適用し，𝑇 = −1, 𝐾 = 1.0,

𝜁 = 0.4, 𝜔𝑛 = 1.5，及び𝛼 = 2, 𝛽 = 1とする．Figure 1 に

最小位相状態の推定誤差の時間履歴の結果を示す．

Figure 1 より，推定値は速やかに真値に収束しており，

推定誤差が制御性能に与える影響は小さいと考えられ

る． Figure 2 に𝑦𝑎の時間応答を示す．最小位相状態に

基づいた制御を用いた結果，非最小位相系の特徴であ

る逆応答が，図から改善されていることが分かる．  

 

４．結言 

 非最小位相系に対し，最小位相状態を用いた新たな

制御手法を提案し，数値シミュレーションにより提案

手法の有効性を検証した．今後は，多入力多出力系に

対する設計法を検討する． 
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Figure 1.  Time response of est imation error  of  

output 𝑦𝑎 

 

Figure 2 . Time response  𝑦𝑎  of controlled 

system 
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