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Construction of irreducible polynomials by composition of quadratic polynomials
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Abstract: We construct irreducible polynomials in semigroups generated by quadratic polynomials under composition. We
use an irreducibility test of Capelli, Siegel’s theorem on integral points, as well as known results of arithmetic dynamics of
quadratic polynomials.

1. はじめに
多項式が Q上既約であることを単に既約であるという
ことにする．ϕの N 重合成を ϕ◦N で表す．ある N ∈ N
に対し ϕ◦N (P ) = P をみたす P ∈ Qを ϕの Q上の周期
点といい，ϕのQ上の周期点全体の集合をPer(ϕ,Q)で表
す．ある N ∈ Z≥0 に対し ϕ◦N (P ) ∈ Per(ϕ,Q)をみたす
P ∈ Qを ϕのQ上の前周期点といい，ϕのQ上の前周期
点全体の集合を PrePer(ϕ,Q)で表す．

定義 1. 2 次多項式 ϕ1 = x2 + c1, ϕ2 = x2 + c2 に対し，
ϕ1, ϕ2 が exceptional pairであるとは，
(1) ϕ1 と ϕ2 はともに有理平方である周期点をもつ．
(2) ϕ1(Z)∩PrePer(ϕ2,Q)と ϕ2(Z)∩PrePer(ϕ1,Q)はと
もに空でない．

をともにみたすことである．

次が本稿の主定理である．これは [1, Theorem 1.1]の証
明から得られる主張である．

定理 2. c1, . . . , csを異なる整数，S = {x2+c1, . . . , x
2+cs}

とし，ϕ1 = x2 + c1, ϕ2 = x2 + c2 が既約とする．また，
ϕ1, ϕ2 は exceptional pairでないと仮定する．合成を演算
として S によって生成される半群をMS で表す．このと
き N ≥ 2が存在し，{ϕ◦N

1 ◦ ϕ2 ◦ F | F ∈ MS}は既約多
項式の集合となる．

注意 3. ϕ1, ϕ2 が exceptional pairであることと，c1, c2 の
ペア (c1, c2)か (c2, c1)が，(−1,−3)またはある s ∈ Zに
対して (s2 − s4,−1− s2 − s4)をみたすことは同値である
ことが知られている ([1, Theorem 1.2])．S が exceptional
pairである既約多項式 ϕ1, ϕ2 を含む場合でも，定理 2は
成り立つが，一部別議論が必要である．

2. 定理 2を示す準備
定義 4. fi ∈ S(1 ≤ i ≤ n)に対し，gn = f1◦· · ·◦fn ∈ MS

の adjusted critical orbitとは，
−g1(0), g2(0), g3(0), . . . , gn(0)

のことである．
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命題 5 ([1, Proposition 2.1]). K は標数 2でない体とする．
ある c1, . . . , cn ∈ K に対し fi(x) = x2 + ci ∈ S とし，
gn = f1 ◦ · · · ◦ fnとおく．gnの adjusted critical orbitがK

における平方数でないならば，gn はK 上既約である．

証明. 数学的帰納法．n = 1のとき，−g1(0) = −c1 がK

における平方数でなければ，g1(x) = x2 − (−c1)はK 上
既約な 2 次多項式である．n ≥ 2 に対して，n − 1 まで
主張が成り立ち，−g1(0), g2(0), . . . , gn(0)がK における
平方数でないと仮定する．帰納法の仮定より，gn−1(x)は
K 上既約である．いま α ∈ K̄ を gn−1(x)の任意の根と
し，fn(x) − α が K(α) 上可約だと仮定する．このとき
α− cnはK(α)における平方数である．一方，gn−1(x)は
K上既約なので，モニック多項式 gn−1(x+ cn) ∈ K[x]は
α−cnのK上の最小多項式だとわかる．よって，ノルムを
計算すると，NK(α)/K(α− cn) = NK(α−cn)/K(α− cn) =

(−1)2
n−1

gn−1(0 + cn) = gn−1(fn(0)) = gn(0)．ここで，
平方数のノルムは平方数であることに注意すると，gn(0)

は K における平方数となる．これは仮定に反するので，
fn(x)−αはK(α)上既約である．従って，次の Capelliの
補題により，gn = gn−1 ◦ fn はK 上既約となる．

補題 6 (Capelliの補題). K を体，f, g ∈ K[x], β ∈ K̄ を f

の根とする．このとき f ◦ gがK 上既約であることと，f

がK 上既約かつ g− βがK(β)上既約であることは同値．

定義 7. P ∈ PN (Q) に対し，P の高さとは，h(P ) =

logmax |xi|のことである．ここで，P = [x0 : · · · : xN ]で
xi ∈ Zと gcd(x0, . . . , xN ) = 1をみたす．ϕ : PN (Q) →
PN (Q) を次数 d ≥ 2 の射とする．このとき，任意の
P ∈ PN (Q) に対して ĥϕ(P ) = limn→∞

h(ϕ◦n(x))
dn と定

めると極限は存在する．この ĥϕを ϕに関する標準的高さ
という．

補題 8 ([1, Lemma 3.1]). ある c ∈ Z\{0,−1} に対し
ϕ(x) = x2 + c とする．このとき N = Nϕ ≥ 2 が存在
し，a ∈ Zに対して ϕ◦N (a) が平方数ならば，ϕ◦N (a)は
周期点となる．
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証明. まず超楕円曲線 Cϕ : Y 2 = ϕ◦2(X) = X4 +2cX2 +

c2+ cを考える．ϕ◦2の判別式は 44c2(c2+ c)であり，c ̸=
0,−1なので 0にならない．よって，Cの種数は 1である．
Siegelの定理より，C は有限個の整数点をもつ．従って，
ある x, y ∈ Zに対して (x, y) ∈ Cならば，ĥϕ(x) < Bをみ
たす正の定数Bが選べる．Northcottの定理より，ĥmin

ϕ,Q =

min{ĥϕ(b) | b ∈ Q, ĥϕ(b) > 0}は 0より大きい値になる．
次に，必要があれば B を大きく取り直して B ≥ ĥmin

ϕ,Q と
し，N = Nϕ = ⌈log2 B

ĥmin
ϕ,Q

⌉ + 2と定める．Nϕ ≥ 2であ
る．ここで，ある y ∈ Zを用いて ϕ◦N (a) = y2 と表せる
なら，(X,Y ) = (ϕ◦(N−2)(a), y)は C 上の整数点であり，

B > ĥϕ(ϕ
◦(N−2)(a)) = 2N−2ĥϕ(a) (1)

をみたす．
a /∈ PrePer(ϕ,Q) とすると，[4, Theorem 3.22] より

ĥϕ(a) > 0．よって，ĥmin
ϕ,Q ≤ ĥϕ(a) となるので，(1) よ

り N < log2
B

ĥmin
ϕ,Q

+ 2 となる．しかし，これは N =

⌈log2 B
ĥmin
ϕ,Q

⌉ + 2 ≥ log2
B

ĥmin
ϕ,Q

+ 2 に反する．従って，
a ∈ PrePer(ϕ,Q) である．[4, Exercise 2.20] より，ϕ ∈
Z[x](deg ϕ ≥ 2)がモニックで P ∈ Per(ϕ,Q)ならば，P ∈
ZかつP の周期は 1, 2, 4のいずれかである．[2, Theorem 4]
より，x2 + c ∈ Q[x]は周期 4の有理周期点をもたない．
従って，ϕ(x) = x2+c ∈ Z[x]のすべての有理周期点は整数
点であり，周期は 1か 2である．次に [3, Theorem 3, (6)]
より，ϕ◦2(a) は周期点となる．よって，N ≥ 2 なので
ϕ◦N (a) ∈ Zは周期点となる．

命題 9 ([1, Proposition 3.2]). 異なる c1, c2 ∈ Z\{0,−1}に
対して ϕ1(x) = x2 + c1, ϕ2(x) = x2 + c2 とする．さらに
ϕ1, ϕ2は exceptional pairでないと仮定する．このとき，次
のうち少なくとも 1つが成り立つ．
(1) N ≥ 2が存在し，任意の b ∈ Zに対して ϕ◦N

1 (ϕ2(b))

は (有理)平方数でない．
(2) N ≥ 2が存在し，任意の b ∈ Zに対して ϕ◦N

2 (ϕ1(b))

は (有理)平方数でない．

証明. ϕ1, ϕ2 に対して，それぞれ補題 8 のような自然
数 N1, N2 をとる．命題 9 の (1) と (2) がともに成り立
たないとすると，b1, b2 ∈ Z が存在し，ϕ◦N1

1 (ϕ2(b1))

と ϕ◦N2
2 (ϕ1(b2)) がともに (有理) 平方数となる．よっ

て，a1 = ϕ2(b1), a2 = ϕ1(b2) とおくと，補題 8 より
ϕ◦N1
1 (a1), ϕ

◦N2
2 (a2) は，それぞれ ϕ1, ϕ2 の周期点．さら

に，a1 ∈ ϕ2(Z) ∩ PrePer(ϕ1,Q) かつ a2 ∈ ϕ1(Z) ∩
PrePer(ϕ2,Q)である．従って，ϕ1, ϕ2 は exceptional pair
であるが，これは矛盾．

補題 10 ([1, Lemma 3.4]). ある c ∈ Z\{0,−1} に対し，
ϕ(x) = x2 + cを既約とする．このとき，任意の n ≥ 1に
対し ϕ◦n の adjusted critical orbitは (有理)平方数でない．

証明. ϕ(x) = x2 + cが既約なので，−cは平方数でない．
c1 = −c, ci+1 = ϕ(ci)とおく (i ≥ 1)．このとき，ci+1 =

ϕ(ci) = · · · = ϕ◦i(c1) = ϕ◦i(−c) = ϕ◦i(c) = ϕ◦(i+1)(0)が
成り立つ．よって，ci(1 ≤ i ≤ n)は ϕ◦nの adjusted critical
orbitである．
まず，任意の i(1 ≤ i ≤ n) に対して ci ≥ |c| が成り
立つことを示す．i = 1 のときは c1 = −c なので明ら
か．ci−1 ≥ |c|が成り立つと仮定すると，iのとき，ci =

ϕ(ci−1) = c2i−1+c ≥ |c|2+cとなる．ここで，c > 0のとき
は |c|2+c = |c|2+ |c| > |c|．よって，|ci|2 = c2i < c2i +c =

ci+1 = c2i + |c| < c2i + |ci| = |ci|2 + |ci| = |ci|(|ci|+ 1) <

(|ci|+1)2となる．しかし，連続する 2つの整数の 2乗の間
に平方数はないので，ci+1(1 ≤ i ≤ n−1)は平方数でない．
c ≤ −2のときは |c|2 + c = |c|2 − |c| = |c|(|c| − 1) ≥ |c|．
よって，|ci|2 > |ci|2 + c = c2i + c = ci+1 = |ci|2 − |c| ≥
|ci|2 − |ci| = |ci|(|ci| − 1) > (|ci| − 1)2 となる．上と同様
の議論より，ci+1(1 ≤ i ≤ n − 1)は平方数でない．よっ
て，ci(1 ≤ i ≤ n)は平方数でない．

3. 定理 2の証明
証明. まず c1, c2 ∈ Z\{0,−1} である．なぜなら，もし
ci = 0,−1だと ϕi = x2 = x · x, x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1)

となり，ϕi の既約性に反する．
ϕ1, ϕ2が exceptional pairでないので，命題 9より (必要
があれば添え字をつけ直して)自然数N ≥ 2が存在し，

任意の b ∈ Zに対してϕ◦N
1 ◦ ϕ2(b)は平方数でない．(2)

ここで，f = ϕ◦N
1 ◦ϕ2◦F の adjusted critical orbitを考える．

まず，補題10より−ϕ1(0) = −c1, ϕ
◦2
1 (0), . . . , ϕ◦N

1 (0)は平
方数でない．また，(2)より，ϕ◦N

1 (ϕ2(0)), ϕ
◦N
1 (ϕ2(F (0)))

は平方数でない (F ∈ Z[x]に注意)．よって，命題 5より，
f = ϕ◦N

1 ◦ ϕ2 ◦ F は既約．
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