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Abstract: A subgraph of an edge-colored graph G is called a properly colored (PC) subgraph if no adjacent edges in G have
the same color. In 2006, Feng et al. [4] showed that an edge-colored complete graph has a PC Hamilton path if and only
if it has a PC 1-path-cycle factor. In this talk, we consider a similar characterization for edge-colored multipartite complete
graphs.

1. 辺着色問題
グラフ Gと集合 S に対して，c : E(G) → S を Gの辺
着色と呼び，その対 (G, c)を辺着色グラフと呼ぶ．特に，
|c(E(G))| = kのとき，cを k辺着色と呼ぶ．さらに辺着
色グラフ (G, c)の任意の点 xに対して，xに接続する辺の
全ての色が異なるとき，辺着色 cを辺彩色という．また，
Gの辺彩色が必要な色数が k以下のとき，Gは k辺彩色
可能であると呼ぶ．グラフ Gが k辺彩色可能である最小
の k を Gの辺染色数といい，χ′(G)と書く．以後グラフ
G辺彩色であることをGは PC (Property Colored)である
という．
辺着色問題や辺彩色問題はこれまでに多くの研究者に
よって研究されている．そのなかで本研究と関係あるもの
を紹介する．
辺彩色において，任意の隣接している辺は必ず異なる
色を割り当てなければならないので，χ′(G) が最大次数
∆(G)以上になることは容易にわかる．1964年に Vizing
は χ′(G) ≤ ∆(G)+ 1であることを示したので，任意のグ
ラフ Gに対して ∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1が成り立つ
ことがわかる．
辺着色グラフ G に含まれるパス P = v1v2 · · · vs に対
して，c(v1v2), c(vs−1vs)をそれぞれ start(P ), end(P )と
書く．

定義 1. 辺着色グラフ (G, c)の任意の２点u, v ∈ V (G)に対
して，それらを結ぶPCパスP1, P2が存在し，start(P1) ̸=
start(P2)且つ end(P1) ̸= end(P2)となるとき，(G, c)は
色連結であるという．

Vizingの定理より，(G, c)が辺彩色になるために少なく
とも ∆(G)色必要だが，彩色性を色連結性に弱めると必
要な色数が大幅に減ることが知られている．

定理 2 ([6]). グラフ Gが 2連結かつ 2部グラフならば適
当な２辺着色 cが存在し，(G, c)が色連結となる．
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定理 3 ([6]). グラフGが２連結ならば，適当な３辺着色 c

が存在し，(G, c)は色連結となる．
図 3のグラフは色連結にするのに３色必要な例になっ
ており，定理 3の３辺着色は最良である．

図 1: 色連結するのに３色必要な 2連結グラフ

定理 3から次の主張を示すことができる．

定理 4 ([6]). グラフGが２辺連結ならば，適当な辺着色 c

が存在し，(G, c)は色連結となる．

定理 5 ([6]). グラフ Gが２辺連結２部グラフならば，適
当な２辺着色 cが存在し，(G, c)は色連結となる．

2. BJG予想
一方，辺着されたグラフの構造の研究も盛んに行われ
ている．最も基本的な性質の一つが，PCハミルトンパス
（PCHP）を持つグラフの特徴付問題である．ただし，ハ
ミルトンパスとはグラフの全ての点を通るパスである．
最初に，Bang-JensenとGutin [1]は，２辺着色完全グラ
フ (Kn, c)が PCHPをもつための必要十分条件を与えた．

定義 6. 辺着色グラフ (G, c)の点素な PCパス P と PCサ
イクルC1, . . . , Csからなる全域部分グラフを 1-path-cycle
factorと呼ぶ．

定理 7 ([1]). 2辺着色完全グラフ (Kn, c)が PCHPをもつ
ための必要十分条件は (Kn, c)が PC 1 path-cycle factorを
含むことである．
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さらに [1]で，Bang-Jensenと Gutinは，上の予想が一
般に k辺着色完全グラフに対して成り立つと予想した．こ
れは BJG予想と呼ばれている．
最初に PC 1-path cycle factorのパスを PCサイクルに置
き換えた場合（PC cycle factorと呼ぶ）に対して主張が
成り立つことを示した．

定理 8 ([2]). k辺着色完全グラフ (Kn, c)が PC cycle factor

を含むならば Gは PCHPを含む．

さらに，(Kn, c) が単色な長さ３のサイクル（三角形）
を含まない場合が解決された．

定理 9 ([5]). 単色な３三角形を含まない辺着色完全グラフ
は PCHPを含む

最終的に 2006年 Feng et al.[4]が，BJG予想が正しいこ
とを証明した．

定理 10 (2023). 辺着色完全グラフ (Kn, c)が PCHPを持
つための必要十分条件は，PC 1-path-cycle factorを持つこ
とである．

3. 定理 10の完全多部グラフへの拡張
グラフ Gが点集合 V (G)の分割 V1, . . . , Vs で，各部集
合 Vi の２点が独立点集合で，任意の 1 ≤ i < j ≤ sに対
して Vi ∪ Vj が誘導する部分グラフが完全２部グラフにな
るとき，Gを完全 s部グラフと呼ぶ．以下，各部集合 Vi

が ni 点からなるとき，完全 s部グラフを Kn1,n2,...,ns
と

書く．
定理 10の完全 s部グラフへの拡張を考えるのは自然で
ある．

問題 11. 辺着色完全多部グラフ Kn1,n2,...,ns が PCHPを
持つための必要十分条件を求めよ．

完全２部グラフ Kn1,n2
の場合，|n1 − n2| ≥ 2のとき，

明らかにハミルトンパスがないので，以下の条件が完全
２部グラフの PCHPに対する必要条件になる．

定義 12. 完全２部グラフ Kn1,n2 が |n1 − n2| ≤ 1となる
とき，Kn1,n2 は semi-balancedであるという．

我々は以下の予想が成り立つと予想している．

予想 13. semi-balanced な辺着色完全２部グラフ
(Kn1,n2 , c) が PCHP を持つための必要十分条件は
(Kn1,n2 , c)が 1-path-cycle factorを持つことである．

この予想を解決するために，現在まず２着色の場合を
解決する研究を行っている．

予想 14. semi-balanced な２辺着色完全２部グラフ
(Kn1,n2 , c) が PCHP を持つための必要十分条件は
(Kn1,n2 , c)が 1-path-cycle factorを持つことである．

上の予想の解決に定理 10の証明方法を応用したいが，
定理 10の証明は非常に難解かつ煩雑で，そのまま応用す
るのが難しい．そのため定理 10の証明の，より本質的で
シンプルな証明が求めらている．最近 Liと Ningは [3]で
定理 10の改善された証明を与えているが，応用するには
より構造を使った証明が必要であると予想している．
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