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Abstract: Bernstein's theorem is a theorem of Set Theory. Isabelle is software to help user to proof propositions of mathematics, and 

it is one of generic proof assistants. Isabelle contains a part of Mathematical theorems, and a method of proving propositions in 

Isabelle is a combination of the theorems made by using commands. The purpose of this article is to show how the proof of 

Bernstein's theorem is verified with Isabelle. 

 

１．概要 

 Bernstein の定理は集合論における定理である．

Isabelle は数学における命題の証明の支援や検証を行

うソフトウェアであり，証明支援システムの一つであ

る．本稿では，ソフトウェア Isabelleにおける証明の過

程と Bernsteinの定理の内容を説明したのち，その定理

のいくつかある証明のうち一つを，Isabelleを用いて検

証する過程を示す．（検証する証明については，

Wikipediaに掲載されているものを採用した．） 

 

２．Isabelleによる証明過程と定理の説明 

 

２．１．Bernsteinの定理［１］ 

 「単射の写像 � � �� � � が存在し，かつ単射の写像 

� � �� � � が 存 在 す る な ら ば ， 全 単 射 の 写 像 

� � �� � ��が存在する」が Bernstein の定理の内容であ

る． 

 

２．２．Bernsteinの定理の証明 

 ��	 ��を集合とし，� � � � �，� � �� � ��をそれぞれ

単射の写像とする．集合�
��，集合�
�，���
���をそれ

ぞれ以下のように定義する［１］． 

 


� � ��� � ������������� � ��
����
���������� � ����������������������� 

 


� � � � 
�
�����

��������������������������������������������������� 
      �� � ��として， 

���
����� � �  ����������������� � 
��
�������������� ! 
�����������"�� 

 

 ����	 ��が単射の写像という条件から，上記のように定

義された����
���が集合���から集合���への写像であ

りかつ全単射であることをいえば証明が完了する． 

 

２．３．Isabelleによる命題の証明過程［２］ 

 Isabelleは証明支援システムの一つであり，数学の命

題は形式化され表現される．それらの証明は Isabelle

によるプログラミングで行われる．以下，その簡単な

例を挙げる． 

� 
#$%%&��'()*+,�,-.)*+,/ 012� 3 45 �-� � 26 7 - � 40 
&88#9���:;+,�<;=<,>?@AB�2�4�-C	 .<<;)*>(ADE� 
FGH$ 
  

１行目の�#$%%&�は命題を導入するコマンドであり，

１行目における�00�で囲まれた部分は導入された命題

の内容を表している．00�の中の矢印の右側の�1 6�で囲

まれた部分は仮定を表し，左側の部分は結論を表して

いる．２行目の &88#9�は命題に対する操作の実行を宣

言するコマンドであり，� ��の中にその方法を記述す

る．最後の行�FGH$�は証明の終了を宣言するコマンド

である．  

 

３．検証の方法 

２．１．２．２．で紹介した定理や命題をそれぞれ

Figure1, Figure 2のように形式化する［２］．２．２．に

ついてのみその方法について概略を述べる．�����は，


�	 
�	 I 	 
�	 I�のように再帰的に定義されるので，形

式化すると ���Jとなる．次に ���では，集合 �
�は

�	 
�	 I�	 
�	 I�の和集合として定義されるので，���K
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に形式化される．最後に ��"��は，もし �� � 
�なら

���
������は �����と定義され，� ! 
�なら����
�����
は���������と定義される．� ! ��のとき，���
������は
定義されない．ゆえに，�"�J�に形式化される．これら

形式化された命題を用いて証明の検証を進めていく．

なお，この証明の形式化の一部については小林英恒著

の Set1.thyにおける，Isabelleを用いた集合論の命題の

形式化の一部を参考にして行った［３］． 

�
４．結論 

 Bernstein の定理の証明の検証に成功した．本検証に

必要であるコマンドを減らし処理の効率化を図るとと

もに，数学におけるその他の命題についても証明の検

証を行っていくことが今後の課題である． 
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Figure 1. Formalization of Bernstein’s theorem 
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Figure 2. Part of the proof check 

 

�
�*�Formalizing�the�proposition�of��3��*��
eGHfgF$hf���� ���� �*�Defining� ���
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