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Hahn-Banachの定理は関数解析において最重要な定理のひとつとして知られている. 最もよく
知られたものとしては，以下のように実数値に値をとる場合のものがある [7]:

pを線形空間Xから実数Rへの sublinearな関数, Y をXの部分空間とする. Y 上
で g ≤ pを満たすような Y からRへの線形関数 gは, X で f ≤ p満たすようなX
からRへの線形関数 f に拡張できる.

証明は，Zornの補題を用いたものが一般的である. この定理は値域がRiesz空間の場合でもそ
の成立が知られている. また，M. M. Fel’dman [2] は以下のHahn-Banach exact approximation
propertyを与えた.

Theorem 1. f を線形空間X から chain完備な半順序線形空間空間 E への sublinearな関数と
し, y ∈ X を任意の点としてとる. このときX で g ≤ f かつ g(y) = f(y)をみたすような線形関
数 gが存在する.

Hahn-Banachの定理, および Hahn-Banach exact approximation property の証明は, Zornの
補題を用いて値域が実数値の場合と同様にできる. 他方, Zornの補題ではなく不動点定理を用い
た証明がある. 例えば, 値域が実数値の場合, Markov-角谷の不動点定理を用いた証明が知られて
いる. [3, 4, 7]を参照.
本講演では, Bourbaki-Kneserの不動点定理の適用により線形空間で定義された，Dedekind完備

な半順序線形空間に値を取るベクトル値関数に対し, Hahn-Banachの定理（Theorem 4）, および
Hahn-Banach exact approximation property （Theorem 1）が示せることを述べる. Bourbaki-
Kneserの不動点定理は Zornの補題を用いることなく証明することができる [5]. 従って, Hahn-
Banachの定理, および Hahn-Banach exact approximation property を Zornの補題を用いるこ
となく証明することができる.
以下では Rを実数, I は添字集合とし, (E,≤)を半順序集合とする. 半順序集合 Eが完備であ

るとは Eの任意の chainがEで下限をもつこととする. EからEへの関数 f が減少であるとは
任意の x ∈ Eに対し f(x) ≤ xが成り立つこととする. このとき, 以下の定理が成立することが知
られている, [1, 5, 6]を参照.

Theorem 2 (Bourbaki-Kneserの不動点定理). (E,≤)を空でない完備な半順序集合とする.
f をEからEへの減少である関数とする. このとき f は不動点をもつ.

以下, Xを線形空間としEを半順序線形空間とする. Eが chain完備であるとはEの空でない
任意の下に有界な chainが下限を持つことである. EがDedekind完備 (順序完備)であるとはE
の空でない任意の下に有界な部分集合が下限を持つことである. XからEへの関数 pが sublinear
であるとは 以下が成り立つことである.

(S1) 任意の x, y ∈ X に対し p(x + y) ≤ p(x) + p(y) が成り立つ.
(S2) 任意の x ∈ X と任意の α ≥ 0に対し p(αx) = αp(x) が成り立つ.

このとき Theorem 2により, Hahn-Banach exact approximation property (Theorem 1)の別証
明を与えることができる. Theorem 1により次の Corollaryが得られる.

Corollary 3. f を線形空間X から, Dedekind完備な半順序線形空間Eへの sublinearな関数と
する. このときX からEへの線形関数 gが存在し g ≤ f を満たす.

Corollary3 から, 値域がDedekind完備な半順序線形空間である場合のHahn-Banachの定理の
成立を示すことができる.
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Theorem 4. pを線形空間XからDedekind完備な半順序線形空間Eへの sublinearな関数とす
る. Y をX の部分空間とする. Y 上で g ≤ pを満たすような Y からEへの任意の線形関数 gは,
X 上で f ≤ pを満たすようなX からEへの線形関数 f に拡張できる.

さらに次のMazur-Orliczの定理も Corollary3を用いて示せる.

Theorem 5. pを線形空間XからDedekind完備な半順序線形空間Eへの sublinearな関数とす
る. {xi | i ∈ I}をX の元からなる族, {yi | i ∈ I}を E の元からなる族とする. 次の (1), (2)は
同値である.

(1) 任意の x ∈ X に対し, X から Eへの線形関数 f が存在し f(x) ≤ p(x)を満たし, 任意の
i ∈ I に対し yi ≤ f(xi)を満たす.

(2) 任意の n ∈ N と正の数 αi, ji ∈ I，(i = 1, 2, · · · , n)に対して
n∑

i=1

αiyji ≤ p

(
n∑

i=1

αixi

)
が成り立つ.
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