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Abstract : We make a generalization of the auxiliary field method to the SU(2) Yang-Mills theory with a constant
color magnetic field, and resolve the instability of the Savvidy vacuum by involving the interaction terms of order 4.

１．導入
SU(2)Yang-Mills(YM)理論において，一定のカラー磁

場が存在するとき，系の有効ポテンシャルが最小となり，
非自明な真空 (Savvidy真空)が現れることが知られてい
る [1]．しかし，この直後，この有効ポテンシャルは虚数
項をもち，そのために Savvidy真空は不安定であること
が指摘された [2]．

本研究では，この虚数項が現れる原因を YM場の 4次
の項を無視したことにあると考え，4次の項を考慮した有
効ポテンシャルを導出する．実際に，非摂動的な手法の 1
つである補助場の方法を用いることで，我々は 4次の項
を考慮した有効ポテンシャルを導出する．このようにし
て得られた有効ポテンシャルを評価すると，虚数項が現
れない補助場の範囲内にカラー磁場のある真空 (改良され
た Savvidy真空)が存在することがわかる．このとき，安
定な真空で質量次元 2の真空凝縮 [3]がおこることを確か
める．また我々は，系のユニタリー性をより明確に保持す
るために，BRST不変性を保つ補助場の方法を提案する．
この方法は，いままでの議論にフェルミ統計に従う補助
場を導入することで定式化される．

２．SU(2)YM理論の有効ポテンシャル
SU(2)YM場 Aa

µ(a = 1, 2, 3 ; µ = 0, 1, 2, 3)のラグラン
ジアンは，次式で与えられる:

LYM = − 1
4g2

F a
µνFµνa. (1)

ただし，F a
µν は Aa

µ の場の強さであり，g は裸の結合
定数である．Aa

µ を対角成分 Aµ ≡ A3
µ と非対角成分

Wµ ≡ 1√
2
(A1

µ + iA2
µ)に分ける．さらに，Fµν を Fµν ≡

∂µAν − ∂νAµと定義して，一定のカラー磁場H = F12を
与える YM場 Aµ = (0, 0, Hx1, 0)を選ぶ．いま，Wµ が
H に与える量子効果を求めるために，最大アーベリアン
ゲージ (DµWµ = 0) を採用して BRST形式を用いてラ
グランジアンにゲージ固定項を加えると，次の生成汎関
数 Z1 が得られる:

Z1 =N1

∫
DM1 exp

[
− i

g2

∫
d4x

{
1
4
FµνFµν

− W ∗
µ(DρD

ρgµν − 2iFµν)Wν

− iC̄∗DµDµC − iC̄(DµDµC)∗

+
1
4
kAµνAµν +

1
2
(1 − k)

(
S2 − |U|2

)}]
. (2)

ただし DM1 ≡ DWµDW ∗
µDCDC∗DC̄DC̄∗，Aµν ≡

i(W ∗
µWν − W ∗

ν Wµ)，S ≡ W ∗
µWµ − i

1−k (C̄∗C − C∗C̄)，
U ≡ WµWµ − 2i

1−k C̄C，Dµ ≡ ∂µ − iAµであり，Cは FP
ゴースト場，C̄ は反ゴースト場である．また，式 (2)の
1
4kAµνAµν + 1

2 (1− k)(S2 − |U|2)は YM場の 4次の項で
あり，kは 4次の項の表し方を指定するパラメータである．
式 (2)は 4次の項があるため経路積分 (ガウス積分)がで
きない．そこで補助場として，実反対称テンソル場 Bµν，
実スカラー場 Φ，複素スカラー場 Ψを導入し，補助場の
方法を用いる．次の補助場の因子

Z2 =N2

∫
DM2 exp

[
i

g2

∫
d4x

{
k

4
(Bµν −Aµν)2

+
1 − k

2
((Φ − S)2 − |Ψ − U|2)

}]
= 1 (3)

(DM2 ≡ DBµνDΦDΨDΨ∗) を式 (2)に掛けて積分測度
の順序を変え，指数関数の中を整理する．すると，式 (2)
の 4次の項は YM場の 2次形式に書き換えられて，経路
積分を実行できるようになる．このことから，DM1の経
路積分を実行すると有効作用W が次のように得られる:

W =
∫

d4xL0 +
i

2
ln

(
Det(H)

Det(H[0])

)
− i ln

(
Det(H)

Det(H[0])

)
.

(4)

ただし，L0 ≡ − 1
g2 [14FµνFµν − k

4BµνBµν − 1
2 (1−k)(Φ2−

|Ψ|2)]，H+,ν+
µ =

(
H−,ν−

µ

)∗ ≡ {DρD
ρ − (1 − k)Φ}δ ν

µ −
2iF ν

µ , H+,ν−
µ =

(
H−,ν+

µ

)∗ ≡ (1 − k)Ψδ ν
µ ，H++ =

(H−−)∗ ≡ DµDµ + Φ, H+− = (H−+)∗ ≡ −Ψ であり，
Fµν ≡ Fµν + Bµν を定義した．ここで，L0は古典項であ
り，式 (4)の第 2項と第 3項は量子論的な効果である．

1 日大理工・院・量子 2 日大・量科研

平成 23年度　日本大学理工学部　学術講演会論文集

 1311

O-27



有効作用Wを基に有効ポテンシャルを導出するために，
補助場を全て定数として，ユニタリー性を保持するよう
に kを k = 2と選ぶと，有効ポテンシャル V (H, bµν , ρ, σ)
が得られる:

V (H, bµν , ρ, σ) =
H2

2g2

[
− 3 + 2 (b12 + 2)2 + 2b̃2 + 4ρσ

+
g2

4π2

{(
ρ2 + σ2 − 1

6

)(
ln

H

µ̄2

)
+ ζ

′
(
−1, ρ +

1
2

)
+ ζ

′
(
−1, σ +

1
2

)}]
(5)

ただし，bµν ≡ Bµν/H, ρ ≡ (Φ+
√

|Ψ|2 + 2F2)/2H, σ ≡
(Φ −

√
|Ψ|2 + 2F2)/2H，b̃2 ≡

∑
µ<ν bµνbµν − (b12)2 で

あり，µ̄2 は質量次元のパラメータで，ζ(s, z)はホロビッ
ツのゼータ関数である (ζ

′
(s, z) ≡ ∂

∂sζ(s, z))．

３．有効ポテンシャルの評価
式 (5) から有効ポテンシャル V に虚数項が現れない

範囲が ρ ≥ − 1
2 , σ ≥ − 1

2 と得られる．この範囲内で
V の評価を行うと，V が最小値をとるためには bµν =
b
(0)
µν ≡ −2

(
δ 1
µ δ 2

ν − δ 1
ν δ 2

µ

)
を選ぶ必要があることが

わかる．実際に，bµν = b
(0)
µν とすると

√
|Ψ|2 + 2F2 =√

|Ψ|2 + 4H2 ≥ 2H となるので，ρ と σ の間に関係式
ρ − σ ≥ 2が成り立つ．この範囲は，系の漸近的自由性
を保持する範囲 ρ2 + σ2 − 1

6 > 0を満たしている．この
ことから，領域 Σ ≡ {(ρ, σ)|ρ − 2 ≥ σ ≥ − 1

2} は，安
定な真空が存在する範囲となる．領域 Σ 内で有効ポテ
ンシャルを評価すると，V (H, b

(0)
µν , ρ, σ) は H = H0 ≡

µ̄2 exp[(ρ2 +σ2 − 1
6 )−1{ 4π2

g2 (3− 4ρσ)− 2ζ
′ (
−1, ρ + 1

2

)
−

2ζ
′ (
−1, σ + 1

2

)
}− 1

2 ]のとき，最小値をもつことがわかる．
いま，有効ポテンシャルが最小値をとるためには，b

(0)
µν

と H0 を選ぶ必要があることがわかった．このことか
ら，ṽ(ρ, σ) を ṽ(ρ, σ) ≡ 2g2

µ̄4 V (H0, b
(0)
µν , ρ, σ) と定義し

て，ṽ(ρ, σ)の評価を行う．このとき，解析的な評価と合
わせて Mathematica を用いた数値的な評価も行う．す
ると，g ≤ 4π のとき，ṽ には最小値のみが存在して，
g > 4π のとき，ṽ には最大値 (極大値) と最小値が存
在することがわかる．また，最大値での ρ と σ の値は
(ρ, σ) = (ρ, χ0σ), ρ → ∞ と求まり，最小値での ρ と
σ の値は (ρ, σ) = (1.5,−0.5) と求まる．ただし，χ0 は
0 < χ0 < 1を満たす 1−χ2 + g2

16π2 χ lnχ = 0の解である．
従って，有限なカラー磁場が存在するところで有効ポテ

ンシャルは最小値をもつので，系には安定で非自明な真
空 (改良された Savvidy真空)が存在することがわかる．

４．BRST不変性を保つ補助場の方法
我々は，有効ポテンシャルの導出過程でユニタリー性を

満たすように k = 2を選んだ．ここでは，系のユニタリー

性を明確に保持することで，k = 2が選ばれる理由を考察
する．実際に系のユニタリー性を明確に保持するために，
我々は BRST不変性を保つ補助場の方法を提案する．
第 2章で，補助場の因子 Z2が導入された．この Z2が

BRST不変となるように，補助場の BRST変換を定義す
る．いま，Aµν , S, UはBRST不変ではないことがわかっ
ている，すなわち，δAµν 6= 0, δS 6= 0, δU 6= 0である．
ただし，BRST変換 δはグラスマン奇である．Aµν , S, U
はBRST不変ではないことから，因子Z2がBRST不変と
なるためには δ(Bµν−Aµν) = δ(Φ−S) = δ(Ψ−U) = 0と
なる必要があることがわかる．この式を満たすように，補
助場のBRST変換を定義する．このとき，δAµν , δS, δU
がフェルミ統計に従うことから，フェルミ統計に従う補助
場を導入する．すると，補助場の BRST変換が定義され
て，因子 Z2 は BRST不変となる．結果，BRST不変性
を保つ補助場の方法が定式化されて，系のユニタリー性
を明確に保持したまま議論を進めることが可能となる．

５．まとめと今後の課題
まず，我々は補助場の方法を用いて，4 次の項の効

果を取り入れた有効ポテンシャル (5) を導出した．こ
の有効ポテンシャルを評価することで，有効ポテン
シャルに停留値と最小値が存在することを確かめた．
この結果，系には安定で非自明な真空 (改良された
Savvidy 真空) が存在することがわかった．また，最小
値でのカラー磁場と補助場の値は (H, Bµν , Φ, |Ψ|) =
(Hmin,−2Hmin(δ 1

µ δ 2
ν − δ 1

ν δ 2
µ ), Hmin, 0) と求まる．た

だし，Hmin ≡ H0(1.5,−0.5)である．有効ポテンシャル
の最小値で補助場 Φが有限な値をもつことから，安定な
真空では質量次元 2の真空凝縮がおこることが確かめら
れる．最後に，系のユニタリー性を明確に保持するため
に BRST不変性を保つ補助場の方法を提案して，フェル
ミ統計に従う補助場を導入することでこのことを定式化
した．
今後の課題は，BRST不変性を保つ補助場の方法を用

いて k = 2が選ばれる理由を考察して，このときの有効
ポテンシャルを導出して評価をすることである．
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