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The numerical problems of advection equations which appear in the physical phenomena like wave propagation case have been 

studied by using the CIP method. We describe this method briefly, and estimate its effectiveness from numerical point of view by 

applying this method to the Burgers equations.  

 

１． はじめに 

本研究では，線形移流方程式に対して安定高精度な

手法として知られる CIP 法を，非線形移流方程式であ

る Burgers 方程式について適用し，その他の近似解法ス

キームと比較し評価する。 

 

２． Burgers 方程式 

 関数      に関して，次のような方程式を Burgers 方

程式と呼ぶ． 

  

  
  

  

  
  

   

                  (1) 

 ここで， は動粘性係数である．Burgers 方程式は非

線形方程式であるが解析解を構成できるので，近似ス

キームの適用性や有用性を判断することに用いられる． 

 

３． CIP 法 

 まず(1)式の Burgers 方程式を に関して微分すると， 

      

  
  

      

  
     

   

      
  

  
 
 

  (2) 

となる．(1),(2)式の左辺は移流現象を表すが，そこに右

辺の項の効果が加わる．すなわち，次のように移流項

((3),(4)式)と非移流項((5),(6)式)とに分けて計算を行う． 

  

  
  

  

  
           (3) 

 
      

  
  

      

  
     (4) 

  

  
  

   

           (5) 

      

  
     

   

      
  

  
 
 

 (6) 

 計算手順として，まず移流項を CIP 法で解く．(3)式

と(4)式は，微分値   が元の関数 と同様に伝播するこ

とを示している．これより，移流後のプロファイルに

さらに微分値という制限を加えることができ，移流前

の形に非常に近くなることが期待できる．これが CIP

法の特徴である． 

 ここで CIP 法を定式化する[1]．計算格子間を 

              
          

              (7) 

のように３次補間多項式で表すとき，隣り合う２つの

格子点上で与えられた４つの量  ,    ,   ,     から，

以下の関係式を用いて未知数  ,  ,  ,  が決定される．

ただし，    での値     を  ，その微分値    を  と

している． 

    
                       

    ,  

       
                        

    ,      (8) 

         ，      

 時間発展について考える．元の点    に対して，移流

後の点  の値は，  から１ステップあたりの進行量であ

る   だけ戻った値といえる．すなわち，(7)式におい

て        を代入すれば，次ステップの値である

  
   を求めることができる．これより， 

  
       

     
             (9) 

と定式化できる．ただし、      とした．さらに，

微分値  
   についても同様にして求まる． 

  
        

                (10) 

 以上(9),(10)式より，CIP 法での近似解が与えられる． 

 次に、非移流項での計算に移る。ここで，先ほどの

時間ステップ n+1 を擬似的な中間の時間ステップ*と

して置き換える．これにより，移流項と非移流項の 2

段階の計算で 1 ステップとして解析を行う．すなわち，

(8),(9)式で求めた  
   を  

 ，  
   を    

 として数値を

渡し，非移流項の計算を行う．非移流項の計算は(5),(6)

式をそれぞれ以下のように差分化する． 

  
      

 

  
  

    
     

      
 

     (11) 

    
        

 

  
     

    
     

      
 

      
    
      

 

   
 
 

 (12) 

 以上(11),(12)式より，  
   と    

   の値が求まる．こ

の値には移流項と非移流項の効果が含まれている． 
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４． 解析結果 

 初期関数として，           を与えたときの計算

結果を示す．また，初期条件として      ，      ，

 ＝    とした． 

 

 
図１．Burgers 方程式の解析解[2] 

 

 

図２．CIP 法による数値解 

 

 ここで，誤差について評価する．評価は解析解に

対する相対誤差を用いた． 

 
図３．相対誤差の時間変化 

 

 衝撃波解の表れ始める t=0.4~0.5付近から，図３に示

すように，それぞれの数値解の挙動に変化がみられた． 

 陽的解法や K-Kスキーム，Lax-Wendroff法などでは

特に大きく振動が起き，収束せず肥大化してしまった． 

３次の風上差分法では，衝撃波解で値が一時不安定と

なるが，しだいに収束し解析解に近づいていった． 

 １次の風上差分法と CIP 法は，他に比べて安定した

値を保っているようにみえる．そこでこの二つのスキ

ームについてさらに注目するため，図３を拡大したも

のを図４に示す． 

 

 
図４．相対誤差の時間変化 

 

 図４をみると，はじめの数ステップでは誤差に大き

な差は見られないが，t=0.4からは１次風上差分法に比

べ，CIP 法は良い精度を保っている． 

 やはり１次の風上差分法では，波形の変化に対して

直線近似での補間による解の拡散が起き，誤差が増加

してしまっているものと考えられる． 

 

５． 結論と課題 

 １次元の Burgers 方程式について，風上差分法，

Lax-Wendroff 法，CIP 法などによる数値解析を比較・

検討した．CIP 法は線形の移流型方程式に対して安定

高精度なスキームとして知られているが，非線形であ

る Burgers 方程式にも適用することができた． 

 また今回の初期値問題に関しては，１次風上差分法

と CIP 法が他のスキームに比べて安定した結果を得た

が，矩形波の伝播などでは，依然として数値的な振動

が起こることが確認されており[4]，この現象を解決す

ることが課題である． 
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