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Abstract

After we recall the definition of the Suzuki groups of Lie type, we discuss fundamental properties of the Suzuki
groups. Moreover, we show that the Suzuki groups are simple.

1 Introduction

私達は (ZT)-groupの構造について研究を進めている．
ここでは，鈴木群の単純性について述べる．

2 鈴木群

q = 22n+1 とする．W を体 Fq 上の 4 次元線形空間
とし，

f : W × W −→ Fq

を非退化斜交形式とする．{e1, e2, f1, f2}をW の斜交基
底とする．

定義 1 (斜交群)

Sp4(q) = {A ∈ GL4(q) | At tA = t}

と定め，斜交群という．但し，

t =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


定義 2 (鈴木群)

Sz(q) = {A ∈ Sp4(q) | Aσn+1
= A∗}

と定め，鈴木群という．但し，

σ : Fq → Fq (a 7→ a2), | σ | = 2n + 1

A ∈ Sp4(q)に対して、

A∗ =


a∗
11 a∗

12 a∗
13 a∗

14

a∗
21 a∗

22 a∗
23 a∗

24

a∗
31 a∗

32 a∗
33 a∗

34

a∗
41 a∗

42 a∗
43 a∗

44


a∗
11 = a11a22 + a21a12, a

∗
12 = a11a23 + a21a13,

a∗
13 = a12a24 + a22a14, a

∗
14 = a13a24 + a23a14,

a∗
21 = a11a32 + a31a12, a

∗
22 = a11a33 + a31a13,

a∗
23 = a12a34 + a32a14, a

∗
24 = a13a34 + a33a14,

a∗
31 = a21a42 + a41a22, a

∗
32 = a21a43 + a41a23,

a∗
33 = a22a44 + a42a24, a

∗
34 = a23a44 + a43a24,
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a∗
41 = a41a32 + a31a42, a

∗
42 = a41a33 + a31a43,

a∗
43 = a42a34 + a32a44, a

∗
44 = a43a34 + a33a44.

但し，A∗ の詳細については [4]参照

補題 1

Q := {単位下三角行列 } ∩ Sz(q)

このとき，

Q = {T (α, β) | α, β ∈ Fq}

が成り立つ．但し，τ = σn+1,

T (α, β) =


1 0 0 0
α 1 0 0

β + ατ+1 ατ 1 0
αβ + βτ + ατ+2 β α 1


補題 2
(1) T (x, y)T (u, v) = T (x + u, y + v + xuτ )
(2) T (x, y)−1 = T (x, y + xτ+1)
(3) [T (a, b), T (c, d)] = T (0, acτ + caτ )

補題 3
Sz(q)はW の一次元部分空間の集合に作用する．

補題 4

H := {下三角行列 } ∩ Sz(q),
Sz(q)⟨e1⟩ := {A ∈ Sz(q) | ⟨eA

1 ⟩ = ⟨e1⟩}

このとき，

H = Sz(q)⟨e1⟩

が成り立つ．

補題 5
O : ⟨e1⟩の Sz(q)−軌道とすると，

O = {⟨e1⟩} ∪ F
F = ∪λ,µ∈Fq{⟨f1 + λf2 + µe2 + (λµ + µτ + λτ+2)e1⟩}

さらに，H は F 上可移である．従って，Sz(q)は O上
二重可移である．

補題 6
q > 2ならば，Sz(q)の位数 2の元の共役類は唯一であ
り，位数 2の元が Sz(q)を生成する．
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定義 3 (原始的)
集合 X上の可移置換群 Gに対して，

∃∆ ⊆ X s.t.

{
(1) ∆ ∩ ∆g ̸= ∅ ⇒ ∆ = ∆g (g ∈ G)
(2) 1 < | ∆ | < | X |

が満たされるとき，その可移置換群は原始的でないとい
い，そのような部分集合∆が存在しないとき，原始的と
いう．

補題 7
G :群, X :集合, x ∈ X, G : X 上可移のとき，

G : X 上原始的ならば，Gx : Gの極大部分群

補題 8 (岩澤)
(G, Ω)を原始置換群とする．
(1) Gα (α ∈ Ω)の可換正規部分群 Aが存在し，
G = ⟨Ag | g ∈ G⟩を満たす．
(2) G = G′ := [G,G]
を満たすならば，Gは単純群である．

(証明)
1 < N E Gとする．
GΩ = {g ∈ G | gω = ω, ∀ω ∈ Ω}とする．
(G, Ω):原始置換群より，Gは Ω上可移である．

∴ ∀β ∈ Ω,∃g ∈ G s.t. β = αg

N ≤ Gα ならば，

Gβ = Gαg (∵ β = αg)
= (Gα)g

≥ Ng (∵ N ≤ Gα)
= N (∵ N E G)

∴ N ≤ Gα ∩ Gβ

ここで，βは任意なので，N ≤ GΩであり，N = 1とな
り，不合理．

∴ N ̸≤ Gα

G : Ω上原始的なので，補題 7より，Gα : Gの極大部分
群である．また，Gα ≤ GαN ≤ Gが成り立つ．Gα :極
大より，

Gα = GαN or GαN = G

Gα = GαN とすると，N ≤ Gα となり，不合理．

∴ GαN = G

GαN = Gより，

∀g ∈ Gに対して，∃g0 ∈ Gα, ∃n ∈ N s.t. g = g0n

Ag = Ag0n

= (Ag0)n

= An (∵ Aは Gα の可換正規部分群)
∈ NA

Ag ∈ NAより，G ⊆ NA
N, A ⊆ Gより，NA ⊆ Gであり，G = NA

G/N = NA/N (∵ G = NA)
≃ A/N ∩ A (∵第 2同型定理)
≤ A

A :可換群より，G/N :可換群であり，G′ ≤ N が成り
立つ．

∴ G′ ≤ N ≤ Gであり，仮定 (2)より，G = N

∴ G:単純群

定理 1
Sz(q)は q > 2ならば，単純群である．

(証明)
補題 5 より，Sz(q) は O 上二重可移なので，原始的で
ある．

Q1 := Z(Q) = {T (0, β) | β ∈ Fq}

であり，Q1 は H の可換正規部分群である．補題 2 (3)
より，

[T (a, b), T (c, d)] = T (0, acτ + caτ ) ∈ Q1

であり，

| T (0, acτ + caτ ) | = 2

補題 6より，Sz(q)′は位数 2の元を含むので，その共役
類を全て含む．また，Sz(q)は位数 2の元で生成される
ので，

Sz(q)′ = Sz(q)

であり，補題 8より，Sz(q):単純群である．

定義 4 ((ZT)-group)
G :群, X :集合, | X | = N + 1
(1) G : X 上二重可移．
(2) X の 3点を固定する Gの元は単位元である．
(3) Gは位数 N + 1の正規部分群を含まない．
(4) | N | : 偶数．
を満たすとき，Gを (ZT)-groupという．
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