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1 はじめに
リーマンの写像定理とは, 「単純閉曲線で囲まれた任意の領域は,単葉な正則関数によって単位円板上に写すことができ

る」という主張である．この定理により, 単純閉曲線で囲まれた任意の２つの領域を互いに等角に写すことができる．なぜ

ならば, 中間に単位円を媒介させればよい．以下にリーマンの写像定理の証明の主要部を見ていく．

2 定理 1 Vitali’s convergence theorem
fn(z)は, 領域 D 内で正則な関数列とする．すべての n

とD内の zで

|fn(z)| ≤ M

とする．そして,fn(z)は,ある集合 Lで収束し, Lは D内

に集積点をもつとする．このとき, fn(z)は, Dの内部の任

意の領域に一様収束する．証明は省略する．

2.1 定理 2

D内で正則かつ有界な関数列から部分列をとり, Dの内

部で一様収束するようにることができる．

証明

fn(z)を関数列とし, D内で |fn(z)| ≤ Mとする．z1, z2, · · ·
をD内の集積点をもつ点列とする．点 wn = fn(z1)は, す

べてw平面の円 |w| ≤ M 内にある．従って, fn(z)は,少な

くとも１つ集積点をもつ。つまり,点 z1で収束する関数列

fn1(z), fn2(z), · · · (1)

となるような nの値の列 n1, n2, · · · が存在する．同様に,

(1)の関数列から, 点 z2 で収束する部分列

fp1(z), fp2(z), · · · (2)

を取り出す．(2)から, 点 z3 で収束する部分列

fq1(z), fq2(z), · · · (3)

を取り出す．以下同様に繰り返し, 関数列

fn1(z), fp2(z), fq3(z), · · ·
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を考える．これは, 上記の関数列を横に並べ, 対角線部分を

取り出したものである．この関数列は, (1)に所属するので

z1 で収束する．次に, (2)に所属するので, z2 で収束する．

以下同様に続く．よって, 各点 z1, z2, · · · で関数列は収束す
る．よってVitali’s convergence theoremより, 任意の領域

Dの内部で一様収束する．

3 定理 3 Representation of any region on

a circle.

3.1

aと bはDの境界上にあるとし．

w =

√
z − a

z − b

とおく．D 内で関数の１つの枝を制限することができる．

この枝は,単葉であり, 値は w 平面の一部分だけを覆うよ

うにとることができる．w0 は, 覆われない点とすると

1

w − w0

は, D内で単葉かつ有界．また

f(z) =
p

w − w0
+ q

は,単葉かつ有界．そして, pと qはD内の点P で, f(z) = 0

と f ′(z) = 1を与えるように選べる．そこで, D 内で単葉

かつ有界, D内の点 P で f(z) = 0と f ′(z) = 1を与えるよ

うな全ての関数 f(z)を考える．M(f)は, f(z)の絶対値の

最大値を示す．また ρは, M(f)の上記のような全ての関数

での下限とする．関数列 f1, f2, · · · は, limM(fn) = ρとな

るように置く．

fn(z)は, D内で有界より, 関数列の一部分を取り出すと,

極限はDの内部の任意の領域において一様収束する．そこ
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で, fn1(z), fn2(z), · · · を取り出した関数列, ϕ(z)をその極

限とする．ϕ(z)は上記の f の集合に入る．なぜならば ϕ(z)

は有界で, 点 P で ϕ(z) = 0, ϕ′(z) = 1 そして,ϕ(z)は単

葉．ϕ′(z) = 1より, ϕ(z)は定数ではない．ρの定義より,

M(ϕ) ≥ ρそして

M(fnv) < ρ+ ϵ (v > v0)

つまり

|fnv(z)| < ρ+ ϵ (v > v0)

v → ∞とすると, |ϕ(z)| < ρ+ ϵが導かれる．

つまり, M(ϕ) ≤ ρである．よって, M(ϕ) = ρとなるよう

な関数 ϕ(z)が存在する．そして, ϕ(z)は定数ではないので,

ρ > 0である．

3.2

関数 w = ϕ(z)は,D内で, 円 |w| < ρに写される．

証明

ρ = 1のときを考える．∆をD上で w = ϕ(z)で写した

w平面の領域とする．M(ϕ) = 1より, ∆は, |w| ≤ 1の内

部, そして, 少なくとも１点で円周に達する．もしこの定理

が, 間違いだとすると, ∆は, 境界の点 αを円の内部にもつ

(|α| < 1)．関数

w1 =

√
w − a

ᾱw − 1

は, ∆内の wで正則．また |w| ≤ 1のとき |w1| ≤ 1

そして, w1(0) =
√
α

w2 =
w1 −

√
α

√̄
αw1 − 1

とする．

|w1| ≤ 1のとき, |w2| ≤ 1そして

dw2

dz
=

dw

dz
· dw2

dw

dw2

dw
=

dw2

dw1
· dw

2
1

dw
· 1

2w1
=

|α| − 1

(
√̄
αw1 − 1)2

· |α|2 − 1

(ᾱw − 1)2
· 1

2w1

z = P のとき w = 0,
dw

dz
= 1より，この値を代入して

|α| − 1

(|α| − 1)2
· |α|

2 − 1

2
√
2

=
|α|+ 1

2
√
α

この微係数は 1より大きい．従って

w3 =
2
√
α

|α|+ 1
w2

という関数を考えると

M(w3) =
2
√
α

|α|+ 1
< 1

となり, 最大値が 1より小さい関数がとれてしまう．これ

は矛盾である．よって定理は証明されたと言える．
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