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Abstract : For any positive integers p, q, r, let Γ(p, q, r) be a triangle group whose presentation

is ⟨x, y, z|xp, yq, zr, xyz⟩. It is shown that Γ(5, 5, 5) is considered as a subgroup of piecewise linear

homeomorphisms of the circle by using the Anosov foliations. We ask whether Γ is embedded

in the group of germs of analytic diffeomorphisms of the complex plane. We here show several

calculation of formal power series for this problem.

　

1. 定義

ここで取り扱うのは次のような群である。

1. p, q, r ∈ N に対して、 Γ(p, q, r) = ⟨x, y, z|xp, yq, zr, xyz⟩ とおき、三角群とよぶ。

2. 円周 S1 の向きを保つ区分線形な同相写像の全体を PL(S1) とおく。 PL(S1) は写像の合成

を積として群となる。PL(S1) の元のグラフは折れ点を持つが、それは有限個である。

3. 原点 O を保つ複素平面 C 上の解析的な微分同相写像の芽の全体を D̂iff(C, O) とおく。

D̂iff(C, O) =

{ ∞∑
k=1

akz
k

∣∣∣∣∣ ak ∈ C, a1 ̸= 0, O のある近傍で絶対収束

}
である。 D̂iff(C, O) も写像の合成を積として群となる。

2. PL(S1) への埋め込み

三角群の PL(S1) への埋め込みについては次のことが知られている。

定理１ [5]

g ∈ N とする。Γ(2g + 2, 2g + 2, g + 1),Γ(2g + 1, 2g + 1, 2g + 1) は PL(S1) に埋め込める。

これらの埋め込みは Brieskorn 多様体上の Anosov 流に付随する不安定葉層構造を PL 化する

ことで得られる。[1,2,3] において、種数 g の有向閉曲面 Σg (g ≥ 2) の測地流の不安定葉層構

造から Σg の基本群の埋め込み Φg : π1(Σg) → PL(S1) を構成したのと同じ考察を行う。角度が
2π

p
,
2π

q
,
2π

r

(
1

p
+

1

q
+

1

r
< 1

)
である 3 つの錐特異点を持つ球面 S(p, q, r) の測地流は、Poincaré

円盤の測地流を三角群 Γ(p, q, r) で割って得られる。定理の場合（つまり p = q = 2g+2, r = g+1

または p = q = r = 2g + 1 の場合）には、その測地流に対して良い Birkhoff section を構成で

きて、測地流が 2 次元トーラス Σ1 上の Anosov 同相の懸垂流に手術を施して得られることが

わかる。そこで、この測地流の不安定葉層構造の全ホロノミーを計算すると、求める単射準同型

φp,q,r : Γ(p, q, r) → PL(S1) が得られる。
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[4] において、ある分岐被覆 pg : Σg → S(2g + 2, 2g + 2, g + 1) によって Φg と φ2g+2,2g+2,g+1

との間に次の関係があることが示されている。

定理２

Φg = φ2g+2,2g+2,g+1 ◦ pg∗

φ2g+1,2g+1,2g+1 についても、[1] で構成された Σg の測地流に対する別の Birkhoff section から

得られる単射準同型 Ψg と分岐被覆 qg : Σg → S(2g + 1, 2g + 1, 2g + 1) を用いて同様のことが成

り立つ。

定理３

Ψg = φ2g+1,2g+1,2g+1 ◦ qg∗

3. D̂iff(C, O) への埋め込み

PL(S1) と同様のことが複素解析的な場合にも成り立つかどうかを調べたい。その準備として、

Γ(5, 5, 5) について次のような計算を行った。まず、

f(z) =

∞∑
k=1

akz
k ∈ D̂iff(C, O)

が位数 5 の元であるためには、a1 は 1 以外の 1 の 5 乗根でなくてはならない。

さらに次が成り立つ。

補題

f(z) = e
2mπ

5 iz + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + a5z

5 + · · · ∈ D̂iff(C, O) (m = ±1,±2) とするとき、

f5(z) = z +（6 次以上の項）
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