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Abstract

In this report,we define the Riemann-zeta function, and show its functional equation. Next,we state three

lemmata to prove Poisson summation formula. Finally, we try to prove Poisson summation formula as

an application of the functional equation.

1.Riemann-zeta関数
Definition 1.1

複素変数 s = σ + it, σ > 1, σ, t ∈ Rに対して,

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

(1.1)

を Riemann-zeta函数という.

2.zeta関数の関数等式
Theorem2.1

任意の s ∈ Cに対して,関数等式

ζ(1− s) = 21−sπ−s cos
(s

2
π
)

Γ(s)ζ(s) (2.1)

= π
1
2−s Γ

(
s
2

)

Γ
(

1−s
2

)ζ(s) (2.2)

が成立する.

Proof :Re(s) > 0における Γ-関数の積分表示式

Γ(s) =
∫ ∞

0

xs−1e−xdx (2.3)

を用いる.(2.3)において,変数 xを nx (n ∈ N)と変

換し,σ > 1の下で和をとると,

Γ(s)ζ(s) =
∞∑

n=1

∫ ∞

0

xs−1e−nxdx. (2.4)

これを変形し,

−2i sin(sπ)Γ(s)ζ(s) =
∫

C

(−z)s−1

ez − 1
dz (2.5)
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が得られる. 但し, 積分路 C は実軸上にて +∞ か
ら点 ε (∀ε > 0) に進み, 原点を中心に正方向に円を

描き, 再び実軸に沿い +∞ に戻る曲線とする. この

間,−π < arg(−z) < π とする.

(2.5)の右辺積分は sの整関数を表示するので,σ <

0とすることが出来る.積分路 C の円周部分を |z| =
(2N + 1)π (N ∈ N)と拡大し,(2.5)において極 z =

±2nπi (1 ≤ n ≤ N)における留数を計算する. N →
∞のとき,

∫

C

(−z)s−1

ez − 1
dz = −4πi sin

(s

2
π
) ∞∑

n=1

(2nπ)s−1

(2.6)

が得られる.Re(1− s) > 0より,(2.1)が示される.な

お,(2.1) から (2.2) を示す際は倍角公式などの Γ-関

数の基本的性質を用いる.¥

3.Poisson和公式
Theorem3.1

正の実軸上において有界な台を持つ C∞-級関数 f

を採る.このとき,Poisson和公式

∞∑
n=1

f(n) =
∞∑

n=−∞

∫ ∞

0

f(x)e2nπixdx (3.1)

が成立する.

証明には次の 3つの Lemmaを順に用いる.

Lemma3.2
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x ∈ R \ Z のとき,

[x]− x +
1
2

=
∞∑

n=1

sin(2nπx)
nπ

(3.2)

が成立する.更に,右辺の級数に対して有界収束性
∞∑

n=N+1

sin(2nπx)
nπ

¿ 1
1 + N{x} (3.3)

が成立する. 但し,N ∈ N であり,{x} は x の小数部

分を意味する.更に,記号¿は Landouの記号 O と

同義である.

Lemma3.3

f を有限区間 [a, b] において C1-級関数とする. こ

のとき,Euler-Maclaurin和公式

∑

a<n≤b

f(n) =
∫ b

a

f(x)d[x]

=
∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

f ′(x)ξ(x)dx

+ f(b)ξ(b)− f(a)ξ(a) (3.4)

が成立する.但し,関数 ξ(x)は (3.2)の左辺である.

Lemma3.4

f を Lemma3.3 と同じ条件を満たす関数とする.

このとき,有限和に関する Poisson和公式

∑

a≤n≤b

f(n) =
+∞∑

n=−∞

∫ b

a

f(x)e2nπixdx (3.5)

が成立する. 但し,a ∈ Z のとき, 左辺において f(a)
2

を加える.b ∈ Zついても同様とする.

4.関数等式の応用
この節では zeta-関数の関数等式の応用とし

て,Poisson和公式の別証明を試みる.

Definition 4.1

f(x) を区間 (0,+∞) にて xk−1|f(x)| (Re(s) =

k > 0) が可積であるような連続関数とする. この

とき,

f∗(s) =
∫ ∞

0

f(x)xs−1dx (4.1)

を,f のMellin変換と言う.また,

f(x) =
1

2πi
lim

T→∞

∫ k+iT

k−iT

f∗(s)x−sds (4.2)

を,f のMellin逆変換と言う.

更に,Γ-関数についての Stirling公式を用いる.

Lemma4.2

複素変数 s = σ + it , σ, t ∈ R に対して,|s| → ∞
のとき

|Γ(s)| =
√

2πe−
π
2 |t||t|σ− 1

2
(
1 + O(|t|−2)

)
(4.3)

が成立する.

Proof of (3.1):(4.2)を (3.1)の左辺に代入し,項

別積分の正当性を考慮すると
∞∑

n=1

1
2πi

∫

(2)

f∗(s)n−sds =
1

2πi

∫

(2)

f∗(s)ζ(s)ds

(4.4)

となる.但し,積分路は垂直線 Re(s) = 2である.

ζ(s) は s = 1 において 1 位の極を持ち, 留数は 1

である.よって,s = 1を含む積分路を考え,留数定理

を用いることで積分路を
(− 1

2

)
に移動する.

その後に関数等式, 及び Γ-関数の基本的性質を用

いる.(4.3)により項別積分は正当化されるので,(4.4)

の右辺は

f∗(1)+
1

2π2i

∞∑
n=1

1
n

∫

(− 1
2 )

f∗(s) sin
(s

2
π
)

Γ(1−s)(2nπ)sds

(4.5)

となる.

被積分函数は s = 2m + 1 (m = 0, 1, 2, · · · ) にお
いて 1 位の極を持つので, 特に s = 1 のみを含む積

分路を考える. 再び留数定理, 及び (4.3) を用いて積

分路を
(

7
4

)
に移動する.

Γ(1 − s)の極 s = 2m + 1 (m ∈ N)における留数

は − 1
(2m)! であるから,この点において

− sin
(

2m + 1
2

π

)
(2nπx)2m+1

(2m)!
=

(−1)m+1

(2m)!
(2nπx)2m+1

(4.6)

となる.(4.6)の右辺の無限和は,−2nπx{cos(2nπx)−
1}となる.留数定理を用いて整理をすることで,(3.1)

の右辺が導かれる.¥
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