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1 SL(2, Z) に対する保型形式

上半平面 H 上の正則関数 f(z) は

f(γz) = (cz + d)kf(z),

∀γ =
(

a b
c d

)
∈ SL(2, Z))

を満たすとする. f(z + 1) = f(z) が成り立つので,

z 7−→ q = e2πiz

と変数変換し, f(z) = g(q) とする. g(q) は原点の回り
で正則関数となるので, Laurent 級数に展開される：

f(z) =
∑
n∈Z

anqn.

an = 0 (n < 0) を満たすとき, f(z) を重さ k の モジュ

ラー形式 という. 更に, a0 = 0 をみたすならば, f(z)
は 尖点形式 と呼ばれる. 重さ k のモジュラー形式, 尖
点形式のなす複素線形空間を Mk, Sk で表す.

k を 4 以上の偶数とするとき, Eisenstein 級数

Gk(z) :=
∑

m,n;(m,n)̸=(0,0)

1
(mz + n)k

は, 重さ k のモジュラー形式である. その q 展開につい

ては, 次節を参照のこと. さて,

g2(z) = 60G4(z), g3(z) = 140G6(z)

とし,
∆(z) = g2(z)3 − 27g3(z)2

とすると, ∆ は重さ 12 の尖点形式となる.

2 Ramanujan

Dedekind η 函数

η(z) := eπiτ/12
∞∏

n=1

(1 − qn)

は,

η(z + 1) = eπi/12η(z), η(−1/z) = (−iz)1/2η(z)

を満たす. 但し, 平方根は z = i のとき, 1 をとる分枝で
ある. 従って, η(z)12 も重さ 12 の尖点形式となり, 重さ
12 の尖点形式の空間が 1 次元であることから,

∆0(z) := (2π)−12∆(z) = η(z)24
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を得る. 右辺を利用して, ∆0 の Fourier 展開

∆0(z) =
∞∑

n=1

τ(n)qn

係数を少し書き上げよう：

τ(1) = 1, τ(2) = −24, τ(3) = 252, τ(4) = −1472,

τ(5) = 4830, τ(6) = −6048, τ(7) = −16744, · · · .

これら係数に対し, Ramanujan は, 次の (1),(2) を予想
し (3) を示した：

(1) L(s,∆0) =
∑∞

n=1 τ(n)n−s とおくと,

L(s,∆0) =
∏

p:素数

1
1 − τ(p)p−s + p11−2s

.

(2) |τ(p)| < 2p
11
2 (p :素数)

(3) τ(p) ≡ p11 (mod 691).

(1) は Mordell により, 1917 年に, 証明された. Mordell
の証明法が, Hecke により一般化された. 以下でこの解
説をする. (2) は, Deligne により, 1974 年に証明され
た. (3) は次のようにして示される.

Ek(z) :=
1

2ζ(k)
Gk = 1 − 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

と q 展開される. ここで, σk−1(n) =
∑

d|n dk−1,
ζ(k) は Riemann ゼータ函数の k に於ける値, 更に,
Bernoulli 数 Bk は, 級数

x

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bk
xk

k!

に依り定義される. 例えば,

E6(z) = 1 − 504
∞∑

n=1

σ5(n)qn,

E12(z) = 1 +
65520
691

∞∑
n=1

σ11(n)qn

であり, E12(z)−E6(z)2 は, 重さ 12 の尖点形式である.
従って, 係数を比較して,

E12(z) − E6(z)2 =
1008.756

691
∆0(z).
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両辺の qn の係数を比較して

τ(n) = σ11(n) +
691
756

(σ11(n) + σ5(n)

− 252
n−1∑
m=1

σ5(m)σ5(n − m)).

従って, τ(n) ≡ σ11(n) (mod 691), 特に, (3) を得る.

3 尖点形式の L 関数

f ∈ Sk を尖点形式とし, f(z) =
∑∞

n=1 cnqn をその q

展開とする. f の L 関数を Dirichlet 級数

L(s, f) =
∞∑

n=1

cn

ns

により定める. すると, 次が成り立つ：

定理 3.1 (Hecke)L(s, f) は Re s > k
2 + 1 において正

則関数をなす. 更に, L(s, f) は, 全複素平面に正則に解
析接続され,

Λ(s, f) = (2π)−sΓ(s)L(s, f)

は, 次の関数等式を満たす：

Λ(s, f) = (−1)k/2Λ(k − s, f).

4 Hecke 作用素

M(n) = {α ∈ Mat2(Z) | det α = n} とすると,
SL2(Z) は左から作用する. この軌道と, Z2 の指数 n

の部分群が対応するので, 軌道の個数 ν(n) は有限個で
ある：

M(n) =
ν(n)∑
i=1

SL2(Z)αi.

代表元 {αi} は以下の通り：{(
a b
0 d

)
| ad = n, d > 0, 0 ≤ b < d

}
.

f ∈ Mk に対し, Hecke 作用素 Tk(n) は

Tk(n)f = n
k
2−1

ν(n)∑
i=1

f ◦ [αi]k

と定義される. 但し, α ∈ GL+
2 (Q) に対し,

(f ◦ [α]k)(τ) = f(ατ)(cτ + d)−k(det α)k/2.

すると, Tk(n) は, 次を満たす：

Tk(n)(Mk) ⊂ Mk, Tk(n)(Sk) ⊂ Sk.

定理 4.1 （Hecke）Mk 上の作用素として, Hecke 作用
素は次を満たす：

(1) p を素数とするとき,

Tk(pr)Tk(p) = Tk(pr+1)+pk−1Tk(pr−1) (r ≥ 1).

特に, Tk(pr) は Tk(p) の整係数多項式として表さ
れる.

(2) (m,n) = 1 ならば T (m)T (n) = T (mn).
(3) Tk(n) (n ∈ N) が生成する代数は, Tk(p) (p : 素数)
により生成される可換代数である.

5 Hecke 作用素と Petersson 内積

f, h ∈ Sk に対し, それらの Petersson 内積を

⟨f, h⟩ :=
∫

R

f(z)h(z)σk dρdσ

σ2
(z = σ + iρ)

と定める. 但し, R は, SL2(Z) に対する通常の基本領
域である. すると, Sk は非退化エルミート空間となり,
Hecke 作用素 T (n) は自己共役作用素となる.

f ∈ Sk が {Tk(n)} の同時固有関数で Tk(n)f =
λ(n)f を満たすとする. f(τ) =

∑∞
n=1 cnqn が f の q

展開ならば, cn = λ(n)c1 (∀n) が成り立つ. c1 = 1 な
らば, 定理 4.1 より, 次を得る：

cprcp = cpr+1 + pk−1cpr−1(1)
cmcn = cmn GCD(m, n) = 1.(2)

条件 (2) により, L(s, f) は Euler 積表示を持つ. ま
た, (1) により, その Euler 積表示の p 番目の因子は

1
1 − cpp−s + pk−1−2s

となる. 即ち, 次を得る：

定理 5.1 (Hecke-Petersson) Sk は, Hecke 作用素
Tk(n) に関して, 同時固有ベクトルからなる直交基底を
持つ. 各固有ベクトル f は, q 展開 f(τ) =

∑∞
n=1 cnqn

が c1 = 1 を満たすよう正規化される. 正規化された同
時固有ベクトル f の q 展開の係数は (1), (2) を満たす.
更に, f の L 関数 L(s, f) は, Re s > k

2 + 1 で収束する
Euler 積表示

L(s, f) =
∏
p

1
1 − cpp−s + pk−1−2s

を持つ.
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