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Abstract: Stepped channel flows are generally characterized as aerated flows. For the design of stepped channels, it is important to 
know the aerated flow characteristics such as the aerated flow depth, the air-concentration ratio, the aerated flow velocity, and the 
energy head in skimming flows. In this study, the author has clarified the aerated flow characteristics both for the quasi-uniform 
flow region and for the nonuniform flow region under a wide range of hydraulic conditions. Also, the author has developed the 
hydraulic design method for stepped channels. 
 
１． はじめに 

急傾斜地の水路や堰・ダムを流下する高速流を傾斜面上で

減勢させる方法として階段状水路の利用は有効である．階段

状水路のskimming flow（各ステップ隅角部で常に渦の形成さ

れる流況）(1)では，水路に流入した流れは平坦な傾斜水路より

も短い流下距離で水面から空気が混入しはじめる．この位置

を inception point（空気混入開始位置）と呼び，その下流側で

は空気混入流となる(図 1)．この空気混入流は不等流区間

(nonuniform flow)を経て各ステップ上の水深と流速が繰り返

し同じ大きさになる擬似等流(quasi-uniform flow)となる（図1）． 
 階段状水路の水工設計のためには，擬似等流区間ならびに

不等流区間の空気混入skimming flowの特性（空気混入流水

深，流速，エネルギー水頭）を知ることが重要である． 
従来，空気混入skimming flowにおいては，水深，流速，エ

ネルギー水頭の評価が困難であった．2000年頃から空気混入

流の流速測定が可能となったが，aerated flowのエネルギー評

価までは至らなかった．また，階段状水路の空気混入不等流の

水面形は，解析的には求められないと考えられていた(2) c． 
著者は水路傾斜角度 θ=19°～55°の階段状水路に対して，

設計流量のときに推奨されている相対ステップ高さ

S/dc≥0.2 (S：ステップ高さ，dc：限界水深[dc=(qw
2/g)1/3; g：重力

加速度; qw：水の単位幅流量])のskimming flowの空気混入流

(図1)を対象に，擬似等流および不等流の両区間の空気混入

skimming flowの特性を明確にした(3)～(7)．特に，不等流区間に

ついては解析的に空気混入流の水面形を求める方法を開発し
(8),(9)，その妥当性を実験的に確かめた．これによって，空気

混入流水深および比エネルギーなどの流下方向変化の算定

が可能になった．また，擬似等流および不等流両区間の

aerated flowに対し，水路傾斜角度θおよび相対ステップ高

さ S/dcが水深，流速，比エネルギーなどの空気混入流の特

性量に与える影響が明らかにされ，階段状水路の合理的水

工設計が可能になった． 
２． 実験 

空気混入 skimming flow（図１）の特性を知るための実験は

擬似等流(1)については表1(a)，θ = 55°の不等流については表

1(b)の条件のもとで実施した．また，θ = 18°と27°の不等流

については，Bung の実験結果(10)を用いた．時間平均空気混

入率 C[=空気の体積/(空気の体積+水の体積)]と流速 u の測

定は二点電極型ボイド率計 (測定時間間隔 20μsec，測定時

間 20sec)を用い，aerated flowの流速u，空気混入率C，お

よびエネルギーの評価断面をエッジ断面(図1b参照)とした．

なお，y は仮想底面[x 軸(図 1 参照)]に垂直な距離，y0.9 は

aerated flow depth でありC=0.9となる yの値である．堤頂か

ら評価断面までの仮想底面に沿った流下距離xsは鉛直距離

Table 1 Test conditions 
(a) Quasi-uniform flow region 
θ 

[deg] 
S 

[cm] 
dc 

[cm] 
S/dc 
[−] 

R×10-4
 

[−] 
Hdam 
[cm] 

1.25 4.2 0.3 3 85 
4.0 4.1 − 7.3 0.55 − 0.98 [= (S/dc)s] 3 − 6 95 19° 
5.0 6.7 − 11.6 0.43 − 0.75 5 − 12 280 
2.5 5.0 − 8.3 0.3 − 0.5 4 − 9 280 
5.0 6.7 − 8.0 0.62 − 0.75 5 − 7 280 30° 
10.0 9.8 − 11.8 0.85 − 1.0 [≈(S/dc)s] 8 − 15 280 
1.25 4.2 − 6.2 0.2 − 0.3 3 − 4 249 
2.5 5.0 − 6.3 0.4 − 0.5 3 − 6 249 55° 
5.0 4.6 − 7.2 0.7 − 1.1 [≈ (S/dc)s] 4 − 6 249 

Note: Hdam = 総落差, (S/dc)s = skimming flow上限のS/dcの値 
(b) Non-uniform flow region 

θ 

[deg] 

S 

[cm] 

dc 

[cm] 

S/dc 

[−] 

R×10-4 

[−] 

Hdam 

[cm] 

 1.25 6.3 0.2 5 349 

55° 2.5 5.0−8.3 0.3−0.5 4−9 349 

 5.0 7.1−10.0 0.5−0.7 6−8 349 

Figure 1 Flow region on stepped channels 
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Hs（図１参照）を用い，xs=Hs/sinθとして算出した．  

３．空気混入開始位置 

 空気混入開始位置(inception point)はステップ隅角部にお

いて水路横断方向全体に空気が入り始めた最上流側の断面

と定義されている．断面平均空気混入率Cmは次式で定義さ

れ inception pointでのCmの値CmiはCmi≈0.2である． 

 0.9

0
0.9

1
= ∫

y

mC Cdy
y

 (1) 

階段状水路における inception point までの流下距離

xi[=Hi/sinθ: Hi は inception point までの落差(図 1 参照)]と
inception pointでの clear water dpeth dwiについては，従来，(2)
の関係式(2)aで実験値が整理がされている．  

 ( )
cos cos

i wi
*

x d
, func F

S θ S θ
=  (2) 

ここに，F*[=qw/(gsinθ(Scosθ) 
3)1/2]は roughness Froude数と呼

ばれている．(2)式の関係で本実験結果を整理するとxi/Scosθ
とdwi/Scosθはθに関わらず(3)，(4)式で表示される． 

 ( ) 0.94
*cos 4.7ix S θ F=  (3) 

 ( ) 0.60
*cos 0.35wid S θ F=  (4) 

４．擬似等流状態の空気混入流特性 

４．１ 空気混入率および流速分布 

擬似等流区間の skimming flow の空気混入率C と無次元流速

u/u0.9は次の関係で整理される (3),(5)(7)． 

 ( )0.9 0.9, , ,cC u u func y y S d θ=  (5) 

ここに，u0.9は y0.9での流速uである．Cの実験値を(5)式の

関係で整理すると，Cの分布は気泡の拡散モデル(6)式(2)bと

ほぼ一致している(図2参照)． 

 ( )21 tanh ' 2 'C k Y D= − −  (6) 

ここに，Y = y/y0.9，D  ́= (0.848Cm − 0.00302) / (1 + 1.1375 Cm − 
2.2925Cm

2)，k´=tanh−1(0.1)1/2+1/(2D )́である． 
u/u0.9の実験値を(5)式の関係で整理すると，u/u0.9の分布は

1/N乗則[(7)式]で示される(5),(7)． 

 ( )10.9 0.9
Nu u y y=  (7) 

 

擬似等流区間のskimming flowの断面平均空気混入率CmuとNの

値は，Re ≥ 3×104の場合， Cmu, N = func (S/dc, θ)の関係で整理され，

CmuとNの実験式はそれぞれ，(8)式と(9)式で示される(5),(7),(9)． 

 
( ) ( ) ( ){ }

( )

0.0356 10.9

2

6.9 0.12 0.656 1

0.073 in deg., 0.88

θ
mu cC θ S d e

θ R

− −= − + −

+ =
(8) 

( ) ( )( ){ }
( )

0 65

2

14 100 1

0 041 6 27 in deg 0 91

.
c cN θ S d θ S d

. θ . θ ., R .

−= −

− + =
  (9) 

ここに，R2は決定係数である． 
edgeを結んだ仮想底面に作用するせん断応力τ0は仮想底

面上の流体を検査部に選び運動量方程式を適用すると

τ0=ρwgdwusinθが得られ，これと fu=8τ0/(ρwVw
2)[Vw=qw/dw; qwは

単位幅流量]から次式が得られる(7)． 

 ( )8u wu cf d d sinθ=  (10) 

なお， dwu は擬似等流状態の clear water depth [dw 

= ( )0 9

0
1.y

C dy−∫ ]であり，C の測定値から求められる．fuの

測定結果を fu = func (S/dc, θ)の関係で整理すると fuの実験式

は次式で示される(9)． 

( ) ( )4

2 5 3

9.2 10 0.12 tanh 4

3.8 10 4.4 10 0.135
u cf θ S d

θ θ

−

− −

= − × +

+ × − × +
 (11) 

(θ in deg., R2=0.77)           
４．２ 空気混入流の比エネルギー 

 比エネルギーの評価断面を図 1(b)のように定める．比エ

ネルギーEsは空気混入流を連続体として取り扱うこととし，

空気混入率の変化を密度変化として表わすものとすると次

式のように示される(1),(4), (7), (11)． 

 
[ ]

0 9
0 9

0 9 0 9

0
0

0 0

.
.

. .

y 3y

s y y

1 ρu dyρgycosθ p udy 2E
ρgudy ρgudy

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ ⎣ ⎦= +

∫∫
∫ ∫

 (12) 

ここに， p はエネルギー評価断面での空気混入流中の圧力

( )0 9.y

y
p ρg cosθdy= ∫ であり，ρは空気混入流の密度[ρ = (1－

C) ρw；ρwは水の密度]である．比エネルギーEsを clear water 
depth dwおよび断面平均流速Vw(=qw/dw)で表すと，(12)式は

補正係数CvおよびCpを用いて次のように示される(4), (7), (11)． 

Figure 2 Profiles of air 
concentration for S/dc = 0.5 

θ = 30° 

θ = 55° 

0.5 1

0.5

1

0
C

Y

Eq. (5) with Eq. (4)

[−
]

y/
y 0

.9

θ = 55° 

θ = 19° 
θ = 30° 

θ = 19° 

[−] 

θ = 30° 

θ = 19° 

[−] 
0.5 1

0.5

1

0
U

Y

Eq. (7) with Eq. (8)

[−
]

y/
y 0

.9

θ = 55° 

θ = 30° 
θ = 55° 

θ = 19° 

u/u0.9 

Figure 3 Profiles of aerated 
flow velocity for S/dc =0.5 

eq.(6) with eq. (10) 
eq.(7) with eq. (11) 

Figure 4 Specific energy of aerated flow in skimming 
flow; upper limit of skimming flow (  ) 
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 ( )2 2s p w v wE C d cosθ C V g= +  (13) 

(13)式中の補正係数CpとCvはそれぞれ次のように示される． 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

0 9

1 1

0

1 1

0 0

0

0

1 1

1 1

.

w

Y
p

y

d

w w w

C Y C dY UdY
C

CdY C UdY

ρgy cosθ p udy

ρ gy cosθ p V dy

⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦=
− −

+
=

+

∫ ∫

∫ ∫

∫
∫

 (14) 

 
( ) ( )

( )

21 1 23

0 0
31 2

0

11 1
2

1
1

2

0.9y

0
v

w w w

ρu udyCdY C U dY
C

ρ q VC UdY

− −
= =

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫ ∫

∫
 (15) 

ここに，pwはclear water flowの圧力( )wd

w wy
p ρ g cosθdy= ∫ ，

U=u/u0.9である． 
(14)式より，Cp は断面を通過する空気混入流のポテンシャ

ルエネルギーと圧力のなす仕事の和と clear water flowのそ

れらの和との比と解釈される(7)．また(15)式より，Cvは断面

を通過する空気混入流の運動エネルギーと clear waterの運

動エネルギーの比と解釈される(7)．(14), (15)式より C の分

布[C(Y)]とU(=u/u0.9)の分布[U(Y)]が得られるとCvとCpの値を

求めることができる(4), (7)．  
空気混入率 C と流速 u の測定値を用い(13)，(14)から dw

および Vw，(14), (15)式から Cvおよび Cpを求め，(13)式を

用いて空気混入流の比エネルギーEs/dcを算出した結果を図

4 に示す．図に示されるように，Es/dcの θと S/dcによる変

化が示され，与えられたS/dcに対してθを大きくするとEs/dc

は大きくなる． 
５．空気混入不等流の空気混入流特性  

５．１ 断面平均空気混入率の変化特性 

Inception point下流側の空気混入不等流のCmの変化につ

いて検討する．気相の連続式は(16)式で示されている 2) c．  

 ( ) ( )( )2

0 0

11 1Ln
1 11

m

mu m mu mmu

s c i c

wi c

C
C C C CC

x d x d
k K

d d

⎛ ⎞−
− =⎜ ⎟− − −− ⎝ ⎠

−
+

 (16) 

ここに，k0=urdwicosθ/qw, K0 = 1/(1− Cmu) [1/(1− Cmu) Ln {(1 − Cmi) 
/ (Cmu−Cmi)} − 1/(1−Cmi)], Cmは任意断面での断面平均空気混入

率, urは気泡の上昇速度である．(16)式より，境界条件とし

て inception pointでの断面平均空気混入率Cmi(≈0.2)を与え，

さらに擬似等流状態の断面平均空気混入率 Cmuおよび気泡

の上昇速度 ur を与えると，空気混入不等流の任意断面

 (xs−xi)/dc での Cm の値を求めることができる．ここでは， 
ur=0.4m/s としている(2)c．θ=55°の場合の計算結果の一例を図 5
の実線に示す．図に示されるように，計算値は実験値を満足し

ている．また，θ=18°と27°についても気相の連続式[(16)式]によ

るCmの計算値はBungによるCmの実験値(10)を満足しているこ

とが確かめられた．すなわち，広範囲な水路傾斜角度(18° ≤ θ ≤ 
55°)のskimming flowに対して(16)式は適用可能である． 
 なお，不等流区間の空気混入率分布については，(16)式
から求められた Cm を気泡の拡散モデル(6)式に代入して得

られた結果が実験値とほぼ一致することが確かめられた． 
５．２ 流速分布 

不等流区間の流速分布については，与えられた θ と S/dc

に対して，不等流区間および擬似等流区間ともに N の値は

ほぼ等しく，不等流区間においても擬似等流区間の N の実

験式(7) [(9)式]を適用できることが確かめられた． 
５．３ 空気混入不等流の水面形 

空気混入不等流の水面形を表示する式を導く．なお，空

気混入流を連続体として取り扱い，空気混入率の変化を密

度変化として表わすものとする．全水頭Eは次式のように

示される(8),(9)． 

 
2

cos
2

= + + w
p w v

V
E z C d θ C

g
 (17) 

損失水頭 dhL=(f/4)(dx/dw)Vw
2/(2g)を用いて表示し，不等流区

間と擬似等流区間の抵抗係数の値が等しいものと仮定する

と次式が得られる． 

( ) ( )

3 3 4

3

d d1sin sin cos
d 2 dd

d
cos

pw wu w w v

c c c c c cw

w
p v

c

Cd d d d Cθ θ θ
d d d x d d x dd

x dC θ C
d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (18) 

(18)式中の各項のオーダーの比較をすると，射流では

dw/dc<1であり，(dw/dc)4[dCp/d(x/dc)]cosθは他の項より小さく，

またdCv/d(x/dc)は分子第一項に比べて十分に小さく両項と

Figure 6 Flowchart for estimating dw and y0.9 
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もに無視できることが確かめられる(8)．したがって，(18)式
は次のように示される(8),(9)． 

3 3

3 3

d
sin

d cos
w w wu

p w v c

d d d
θ

x C d θ C d
−

=
−

        (19) 

なお，水のみの流れ(C=0)の場合はCp = 1，Cv = α ≈ 1（αは
エネルギー補正係数）となり，(19)式は広長方形断面の水

面形方程式と一致する． 
(19)式を用いて空気混入流の特性量を求めるフローチャ

ートを図6に示す．図6に基づきdwを計算した結果を図7
実線に示す．図7に示されるように，計算値は実験値とほぼ

一致している． 
空気混入流の代表水深としては，clear water depth dwは仮

想の水深であるためy0.9を用いることが妥当である(2)～(9)．本

計算によるclear water depth dwとCmの値をy0.9=dw/(1−Cm)に代

入するとy0.9が得られる（図7破線参照）．図7に示されるよ

うに，θ=55°の場合の計算値と実験値のy0.9/dcはほぼ一致し，

空気混入流水深y0.9/dcは(xs−xi)/dcの増加にともない大きくな

り，やがて一定値に漸近する．なお，θ=18°と27°の場合も

計算値と実験値はほぼ一致していることがBungの実験結

果(10)から確かめられた．すなわち，18° ≤ θ ≤ 55°のskimming 
flowに対して本解析法が適用可能である． 
５．４ 空気混入不等流の比エネルギー 

仮想底面を基準面とした空気混入不等流の比エネルギ

ーEs は(13)式で求められる．すなわち，本解析手法を用い

て dw および Vw を求め, (6), (7), (9), (14), (15), (16)式から

CvおよびCpを求め，(13)式を用いて空気混入流のエネルギ

ー水頭 Es/dcを算出できる(図 8a)．図 8(a)に示されるように

計算値は実験値と一致し，与えられた θと S/dc に対して，

不等流区間においては(xs−xi)/dcの増加に伴い Es/dcが大きく

なり，擬似等流区間においてEs/dcはほぼ一定となる．また，

与えられたθに対して, S/dcを変化させたEs/dcの計算による

と，相対ステップ高S/dcの増加に伴いEs/dcは小さくなるが，

0.5≤S/dc≤ (S/dc)s[(S/dc)sは skimming flowとなる上限のS/dcの

値]の範囲では Es/dcに対する S/dcの影響は小さくほぼ一定

値となっている(図 8(b)参照)．さらに水路傾斜角度 θ を変

化させた計算によると，与えられた S/dc と(xs−xi)/dc に対し

てθの増加にともないEs/dcの値は増加することが確かめら

れる(図8(b)参照)． 
６．まとめ 
階段状水路の設計に重要である水路傾斜角度 θ =19°～55°，
相対ステップ高さS/dc=0.2～(S/dc)sのaerated skimming flowに

対して，空気混入流水深として空気混入率C=0.9となる水深

y0.9 を用いると擬似等流および不等流ともに流速分布，空気

混入率分布の評価が適切に行えることを示した． 
 擬似等流空気混入流についてはaerated flowの空気混入流水

深および比エネルギーを求めることができた．不等流区間の

aerated skimming flowに対しては，従来不可能と考えられてい

た水面形方程式の導出に成功し，実験値と解析的に得られた

計算値とが一致していることを確かめた．その結果，空気混

入不等流の空気混入流水深および比エネルギーの流下方向変

化を求めることができた．すなわち，空気混入skimming flow
を形成する全領域の水理特性を明確にできた． 
本研究によって種々のθ，S，qw，xsに対して階段状水路

のskimming flowの擬似等流および不等流区間のCm，dw, y0.9, 
Esを予測することが可能になった．このことより，階段状

水路の水工設計に必要な水深，流速，空気混入率，比エネ

ルギーを定量的に決められるようになった． 
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Figure 7 Clear water depth dw  and aerated flow depth y0.9 
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Figure 8 Specific energy of aerated flows 
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