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Abstract: The higher-spin gravity is an AdS dual higher-spin gauge theory including gravity, which is conjectured
by Polyakov based on O(N) vector models. Recently, another aspect of this theory shows increasing interest in
the bi-local fields as large-N corrective fields out of O(N) vector model. Historically, the bi-local fields theory was
proposed by Yukawa as a prototype of non-local fields. In this work, we study the relation between the AdS dual
bi-local corrective field theories out of higher-spin gravity and Yukawa’s non-local field theories.

１．はじめに

higher-spin gravityの考え方は、Polyakovにより提案さ
れた AdS時空と背景重力を結び付ける興味ある考え方の
一つである。これは、O(N)場 φiの保存流 J(µ1···µs), (s =
0, 1, · · · )を生成する母関数の期待値を

〈
exp

∫
d3xh

(µ1···µs)
0 J(µ1···µs)

〉

φ

= eS[h0] (1)

とおいて源場h
(µ1···µs)
0 の有効作用を定義すると、SがAdS

時空の重力理論を含むことを予想したもので、素粒子の

基本理論と関係して多くの議論がなされた。一方、これ

と少し異なる観点から、近年では higher-spin gravity と
bi-local場の関係が多く議論されている。

bi-local場は 1948年に湯川により提案された非局所場の
原形であり、この bi-local場と高階スピン場との関係を調
べていくことは非局所場と AdSとの関連を調べる上でも
興味深い。本研究では、O(N)ベクトルモデルから bi-local
場との関連性を確認し、higher-spin gravityと bi-localモ
デルとの対応関係を調べていく。

２．O(N)ベクトルモデルとその保存流

高階スピン場とそれに結び付いた bi-local場を考える上
で, 以下のO(N)ベクトルモデルから議論を組み立てるの
が便利である。O(N)ベクトルモデルは N個のスカラー
場 φi, (i = 1, 2, · · · , N)を力学変数とする場のモデルで,
一般的には,その作用は

S =
∫

ddx

{
N∑

i=1

1
2
(∂µφi)(∂µφi) + V (φ)

}
(2)

のような形である。ここではポテンシャル φ2 のみ関数

で、作用は添字 iの O(N)変換の下で不変でである。こ
の O(N)場から高階スピン場につながる保存流を構成す
る際には,通常 V = 0の自由場で考える。そのような場の

運動方程式が ∂µ∂µφi = 0 であることに注意するとO(N)
不変な保存流の形は

←→
∂ µ =

−→
∂ µ −←−∂ µ として

Jµ = φ
←→
∂ µφ (3)

Jµν = φ(
−→
∂ µ
−→
∂ ν +

←−
∂ µ
−→
∂ ν)φ

− ηµνφ(
−→
∂ 2 +

←−
∂
−→
∂ )φ (4)

等々となる。この様な保存流を生成する母関数を

O(x, ε) = 1 +
N∑

n=1

εµ1 · · · εµnJµ1 · · · Jµn

= φ(x)K(ε, ∂)φ(x) (5)

と表すと、K の一般形は

K(ε, ∂) = F [ε · ←→∂ , εµGµνεν ] (6)

(
∂̃µ =

−→
∂ µ +

←−
∂ µ, Gµν = ∂̃µ∂̃ν − gµν(∂̃ · ∂̃)

)

となる。ここで F は考えている保存流を生成する対称性

から決まり、S 階の保存流は

Jµ1µ2···µs =
s∑

k=0

(−1)k

(
s− 1

2

k

)(
s− 1

2

s− k

)

×∂µ1 · · · ∂µk
φ∂µk+1 · · · ∂µsφ− traces (7)

の形になる。この形から保存流が高階スピン場∂µ1 · · · ∂µk
φ

, (k = 0, 1, 2, · · · , s)の双１次形式で与えられることが分
かる。

３．高階スピン場の集団変数としての bi-local場

§.2で議論した高階スピン場と保存流を bi-local場に結
び付ける方法は、色々な観点から議論されている。例えば

Jevicki et.al.は、母関数 (5)がすでに (x, ε)の２点に依存
する場であることに注意し、ε2 = 0の条件を外したもの
を Φ(x, y)と置いて一般的な bi-local場と考えた。この場
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合 φi の集団場としての Φ(x, y)が bi-local場として適切
な場の方程式を満たすか、またそのような場の方程式を満

たす作用はどのようになっているかを調べる必要がある。

一般的に、曲がった時空の高階スピン場 hµ1···µs は、以

下の方程式を満たすことが知られている。

∇ρ∇ρhµ1···µs − s∇ρ∇µ1h
ρ
µ2···µs

+
1
2
∇µ1∇µ2hρ

ρµ3···µs

+ 2(s− 1)(s + d− 2)hµ1···µs
= 0 (8)

ここで sと dは場のスピンと空間の次元をそれぞれ表し、

また ∇ は共変微分である。次に背景時空の半径 −l2 の

AdSd+2 を用いて、更に共変ゲージ

∇ρhρµ2···µs = 0, gρσhρσµ3···µs = 0 (9)

をとると、高階スピン場の方程式は

(□+ m2)hµ1···µs = 0 (10)

ただしm2 = s2 + (d + 5)s− 2(d− 2)となる。
Jevicki-Jin はこの高階スピン場を kα1···αs(x

α) =
e µ1
α1

(x) · · · e µs
αs

(x)hµ1···µs(x
µ)、(eµ

α = ∂xµ

∂Xα ) により AdS
空間 (X2 = −l2)に写像し、bi-local場 Φ(x, y)に対応す
るものとして

K(xα, yα) ≡
∑

s

kα1···αs(x
α)yα1 · · · yαs (11)

と置いた。K(xα, yα)の満たす方程式として、(8)と (9)
の第２式から以下の (12)式が、また (9)の第１式から以
下の (13)式が導かれる。

∂2
xK(x, y) = 0, ∂2

yK(x, y) = 0, (12)

∂x · ∂yK(x, y) = 0 (13)

ここで、2点 (x, y)の重心変数X = 1
2 (x + y)と相対変数

x̄ = x− yを定義すると、(12),(13)は、 ∂2

∂X2 K = ∂2

∂x̄K =
∂

∂X · ∂
∂x̄K = 0となり、p̄ = −i ∂

∂x̄ , P = −i ∂
∂X とおくと湯

川の bi-local場の方程式

(P 2 + m2)Φ = 0 (14)

(p̄2 + λ2)Φ = 0 (15)

P · p̄ = 0 (16)

でm = λ = 0と置いた場合に対応している。
より直接的に、O(N)ベクトルモデルの作用を基に集団
変数としての bi-localモデルの作用を導く試みは R.Das
によりなされ、(2)の作用で V = 1

2m2φiφi − 1
2N λ(φiφi)2

と置いた形から、
∫
DNφe−SN [φ] =

∫
DΨ

∣∣∣∣
δφ

δΨ

∣∣∣∣ e−SN [Ψ] =
∫
DΨe−Seff [Ψ]

(17)

の意味で、SN で記述される系が bi-local場 Ψで記述さ
れる系に書き換えられることが示された。さらに、SN と

Seff の双方作用で計算した場の相関関数が、N → ∞の
極限で一致することも示された。

４．bi-local場と infinite slope limit

現在のbi-local理論では、bi-local場の基礎方程式は (14)
に粒子間の相互作用を取り入れて

(P 2 +
1
α′

a†µaµ + m2)|Ψ〉 = 0 (18)

Pµaµ|Ψ〉 = 0 (19)

とする。(a, a†) は (p̄, x̄) を基にした生成消滅演算子で
ある。この時スピン s の状態は |0〉 を基底状態として
|Ψs〉 = a†i1···a

†
is
|0〉 − trace となり、それぞれの質量は以

下の図.1の様になっている。そこで基底状態の質量を固
定し α′ → ∞の極限をとると、図.2のように質量の縮退
した高階スピン場の状態が得られ、これが高階スピン場

hµ1···µs に対応する。

図.1 図.2

５．まとめと今後の課題

本研究では、O(N)ベクトルモデルの保存流を基に φi

の集団場が bi-local 場の性格を持つこと、またこの様な
bi-local場の作用はO(N)ベクトルモデルから直接導かれ
ることも確認した。厳密には、集団場は質量が 0に縮退
した高階スピン場の集団変数として構成される。これは

bi-local場の infinite slope limit としても表現出来るが、
この様な極限が実際に higher-spin gravity と関係がある
かを調べることが今後の興味ある課題である。
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