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Abstract: The purpose of a learning system is to estimate an unknown true density function that generates the data. In order to

analyze such data, we usually use hierarchical learning models. These are, however, singular learning models, which cannot

be analyzed using the classic theory of regular statistical models. In this paper, we discuss the method to analyze singularities

in learning theory, using a Schwartz distribution. The Mellin transform of the Schwartz distribution is a zeta function in

learning theory. The poles of such zeta functions give the behavior of stochastic complexities, which are likelihood functions

of learning models in Bayesian estimation.

1. 導入

機械の文字認識，画像認識，音声認識，遺伝子解析など

においては，計測して得られた多量のデータから，その

データを発している情報源の確率分布を推測する必要が

ある．情報分野では，この推測を学習といい，その学習の

仕組みをまとめて体系化したものを「学習理論」と呼ん

でいる．例えば，文字認識の場合，手書き文字は，ノイズ

の含まれたデータとみて，確率的に考える必要性がある．

このような文字認識における情報源の確率分布は，正規

分布に従うような単純なものではない．多くのデータか

ら，機械が認識出来るように訓練する機械学習において

は，複雑な確率分布を表現できる階層構造・内部構造をも

つ神経回路網，混合正規分布や縮小ランクなどが利用さ

れている．学習理論は，これらを利用した場合の学習の

挙動を定めている共通または固有の法則を解明し，その

上で情報科学的なシステム設計法を与えることを目的と

している．近年，この研究のために，解析関数論の手法

をもちいた理論研究が盛んになってきた．この論文では，

その解析結果の一部を紹介する．

2. 超関数

定義 1 φを Rd から Cへ関数とする．φが，次を満たす
とき C∞

0 級関数という．

(1) φ(w)が C∞ 級関数.

(2) suppφ = {w ∈ Rd;φ(w) ̸= 0}がコンパクト．

また，C∞
0 の位相を次で与える．次の (3), (4)が成立す

る時，C∞
0 ∋ φk → φ ∈ C∞

0 (k → ∞)であるとする．

(3) コンパクトK ⊂ Rd が存在して，

suppφ ⊂ K, suppφk ⊂ K

(4) α = (α1, · · · , αd) ∈ (N ∪ {0})d に対して
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limk→∞ maxw∈K |∂αφk(w)− ∂αφ(w)| = 0.

定義 2 C∞
0 からCへの関数 T が，線形および連続である

とき Rd 上の超関数であるという．

定義 3 f を開集合 U ⊂ Rd から Rへの解析関数とする．
超関数 δ(t− f(x))を次で定義する．

f(x) = tのとき，∇f(x) ̸= 0であると仮定する．

{Uj}∞j=1 を U の十分小さな開集合の被覆とする．

Uj ∩ {f(x) = t} 上では，ある 1 ≦ ij ≦ d に対して，
∂

∂xij
f ̸= 0となるようにとっておく．{Uj}∞j=1の 1の分解

を {ρj(x)}とする．このとき，(x1, · · · , xij , · · · , xd)から
(u1, · · · , f, · · · , ud)へ変数変換を行い，U にサポートを持
つ φ ∈ C∞

0 に対して，∫
δ(t− f(x))φdx

=
∑
Uj

∫
φ ρj

| ∂
∂xij

f |
(u1, · · · , t, · · · , ud)

du1 · · · duij−1duji+1dud

と定義する．

定理 4 v(t) =
∫
δ(t−f(x))φ(x)dxとおく．R1からR1へ

の局所積分可能な関数 F に対し，∫
R1

F (t)v(t)dt =

∫
Rd

F (f(x))φ(x)dx.

定義 5 可測関数 f : (0,∞) → C に対して，F (z) =∫∞
0
f(t)tzdtが |F (z)| <∞を満たすとき，F (z)を f のメ

リン変換という．

定理 6 (メリン逆変換) a < Re(z) < bにおいて，∫ ∞

0

|f(t)|tRe(z)dt <∞

かつ f(t)が t = sの近傍で有界変動ならば，a < c < bに

おいて，

1

2
{f(s+ 0) + f(s− 0)} =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (z)s−z−1dz
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がなりたつ

定理 7 a, b を正の実数，k1, · · · , kr を自然数, h1, · · · , hr
を 0以上の整数とする．ここで λ = h1+1

2k1
= · · · = hr+1

2kr

が成立すると仮定する．このとき

v(t) =

∫
[0,b]r

δ(t− ax2k1
1 · · ·x2kr

r )xh1
1 · · ·xhr

r dx1 · · · dxr

であるならば，

v(t) =

 γb
tλ−1

aλ

(
log ab2|k|

t

)r−1

(0 < t < ab2|k|)

0, その他

が成立する．ここで |k| = k1+ · · ·+kr, |h| = h1+ · · ·+hr
および γb =

b|h|+r−2(|k|)λ

2r(r−1)!k1k2···kr
.

3. 学習理論

x ∈ RN，w ∈ W ⊂ Rd に対して，学習モデル p(x|w)
とその事前分布 ψ(w) が与えられているものとし，真の

分布を q(x)とする．q(x)に従う独立なサンプルをDn =

{X1, X2, ..., Xn}とすると，事後確率 p(w|Dn)は

p(w|Dn) =
1

Zn(X1, · · · , Xn)
ψ(w)

L∏
i=1

p(Xi|w)β

で与えられる．ここで，

Zn(X1, · · · , Xn) =
∫
φ(w)

∏n
i=1 p(Xi|w)βdw

である．特に，β = 1のとき，∫
Zn(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn = 1

となる．すなわち，与えられた学習モデル p(x|w) と
事前分布 φ(w) に対して，Dn の確率分布を表してい

る．したがって，p(x|w)と φ(w)の尤度関数ともいえる．

Fn = − logZnを確率的複雑さという．カルバック距離を

K(w) =
∫
q(x) log q(x)

p(x|w)dx,とおく. 経験カルバック距離

をKn(w) =
1
n

∑n
i=1 log

q(Xi)
p(Xi|w) とおく.このとき，

F 0
n = − log(

∫
φ(w) exp(−nβKn(w))dw)

に対して，Fn = F 0
n + β

∑n
i=1 log q(Xi)が成り立つ．

定理 8 ζ(z) =
∫
K(w)zφ(w)dw とおく．この有理型関数

の極は，すべて，実数であり負の有理数である．それを順

に 0 > −λ1 > −λ2 > −λ3 > · · · とおく．mk を λk の位

数とする．

このとき，

v(t) =

∫
δ(t−K(w))φ(w)dw

=

∞∑
k=1

mk∑
m=1

c′kmt
λk−1(− log t)m−1

が成り立つ．

(証明概略)

特異点解消定理 (Hironaka Theorem[1])を，カルバック

距離 K(w)に適用すれば，任意の w ∈ K−1(0) ∩W に対
して，ある近傍 Uw と，ある多様体 Yw, Yw から Uw への

写像 π が存在して，Yw の局所座標 (u1, u2, · · · , ud)にお
いて，K(π(u)) = u2k1

1 · · ·u2kd

d と書ける．よって，ゼータ

関数 ζ(z) =
∫
K(w)zψ(w)dwの Uw での局所的な積分は

ζw(z) =

∫
Uw

K(w)zψ(w)dw

=

∫
Yw

(u2k1
1 u2k2

2 · · ·u2kd

d )zψ(π(y))Jacπ(u)du

となる．この積分は初等的に求めることができる．すなわ

ち ζ(z)の極，位数を得ることができる．

よって，ある正則関数 ζ0(z)が存在して，

ζ(z) = ζ0(z) +
∞∑
k=1

mk∑
m=1

ckm
(z + λk)mk

となる．

また，v(t) =
∫
δ(t − K(w))φ(w)dw は，ζ(t) =∫∞

0
v(t)tzdtを満たす．定理 4, 6, 7を適用することによっ

て，t→ 0における漸近展開

v(t) =
∞∑
k=1

mk∑
m=1

c′kmt
λk−1(− log t)m−1

を得る．

定理 9 (渡邊 [3])

F 0
n = λ logn− (m− 1) log log n+ FR(ξ) + op(1)

ここで，λ = λ1 であり，m は λ の最大の位数である．

FR(ξ)は確率変数，op(1)は，0に収束する確率変数である．

(証明概略) v(t) のラプラス変換 [2] は，Z(n) =∫
exp(−nK(w))φ(w)dw であること，および Zn =∫
exp(−nKn(w))φ(w)dwを用いて証明する．
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