
弱い従属性を持つ確率変数列の和の極限分布について
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Abstract: Semi-selfdecomposable distributions are given as limitis of subsequences of normalized sums of
independent random variables. In this talk, we show that the semi-selfdecomposable distributions can be also
produced by strong mixing subsequences.

1. 序論

適切な条件を満たす独立な確率変数列の和には，あるスケーリングの下で自明ではない極限分布が現れる。この
分布は確率変数列と条件に応じて，無限分解可能分布の様々なサブクラスに属する (佐藤 [5], Sato [6])。独立性の条
件は無限分解可能分布の理論の中で重要な位置を占める。
一方で，確率変数列の独立性を弱めた場合は，1956年にRosenblattによって導入された “strong mixing condition”

の下で，中心極限定理・不変原理・安定分布への収束などが研究されている (Ibragimov and Linnik [3], Yoshihara
[7])。最近，Bradleyと Jurekが strong mixing condition を満たす確率変数列の和の極限として自己分解可能分布が
導出されることを示した ([2])。この結果の拡張は複数の方面で考えられるが，本報告では従属確率変数列の部分列の
和の極限から得られる分布への拡張について考察する。

1. 定義と既知の結果

確率空間を (Ω,F , P )とする。F の部分 σ集合族 A,Bに対し

α(A,B) = sup
A∈A,B∈B

|P (A ∩B)− P (A)P (B)|

とする。(Ω,F , P )上で Banach 空間 E に値をとる確率変数列X = (X1, X2, . . .) に対して，σ(. . .)で (. . .)から生成
される σ-field を表す。また

α(n) = sup
j∈N

α(σ(Xk, 1 ≤ k ≤ j), σ(Xk, k ≥ j + n))

とする。任意の nについて α(n) ∈ [0, 1/4]であり，さらに独立な確率変数列の場合は α(n) = 0である。

定義１ (strong mixing condition)
Xが strong mixingとは，α(n) → 0 as n → ∞となることである。

注意 従属性の条件は，α(n)によるものの他にも複数の定義があるが，strong mixing condition が一番弱く，基
本的な条件となっている ([1])。

定義２ (無限小の条件)
無限に増大する正の実数列 {an}と整数列 {kn}が存在して

lim
n→∞

max
1≤j≤kn

P
(
a−1
n ∥Xj∥ > ε

)
= 0, ∀ε > 0

を満たすとき，Xは無限小の条件を満たすという。

Bradleyと Jurekは，strong mixing condition を満たす確率変数列と自己分解可能分布 (この定義は後述する)の
次の関係を示した：

命題 ([2])　
Xに対し Sn =

∑n
i=1 Xi とする。また，次の条件を満たす実数列 {an}と bn ∈ E の存在を仮定する：

(i) Xは strong mixing である。

(ii) {an}, {n}について，Xは無限小の条件を満たす。

(iii) {a−1
n Sn + bn}の分布は自明でない確率分布に収束する。

このとき，極限分布 µは自己分解可能分布である。
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自己分解可能分布の拡張として，半自己分解可能分布が [4]で導入された。概略は以下のとおりである：
独立な Rd-値確率変数列Xに対し，limn→∞ an/an+1 = cとなる c ∈ (0, 1)と bn ∈ Rdが存在して，{an}, {kn}に

よって無限小の条件を満たし，かつ {a−1
n Skn + bn}の分布が自明でない分布 µに収束するとき，その極限分布 µを

半自己分解可能分布と呼ぶ。また，半自己分解可能分布 µの特性関数は，µと bによる無限分解可能分布の特性関数
を用いて分解できる。
この講演では，従属性を持つ確率変数について，半自己分解可能分布への収束定理を考察する：

定義３ (c-分解可能分布, Definition 64.1 at [6, page 453])　
確率分布 µが c-分解可能であるとは，c ∈ (0, 1)と分布 ρが存在して

µ̂(z) = µ̂(cz)ρ̂(z), z ∈ E∗

と分解できることを言う。また，任意の c ∈ (0, 1)で分解できる場合を自己分解可能分布と言う。

2. 結果

定理 (半自己分解可能分布)　
X = (X1, X2, . . .)を {a−1

n Xj , 1 ≤ j ≤ kn, n ∈ N}が無限小の条件を満たす strong mixing な確率変数列とする。
an/an+1 → c ∈ (0, 1)と bn ∈ Eが存在して，a−1

n Skn + bnが非退化の確率変数に収束するとき，その分布は半自己分
解可能である。

3. 証明の方針

自然数m = m(n)を，kn+1 − kn > mかつm → ∞ as n → ∞として，さらに以下を満たすようにとる：

a−1
n+1

kn+m∑
k=kn+1

Xk → 0 in probability.

この和を用いて次の分解を考える：

a−1
n+1

kn+1∑
k=1

Xk + bn+1 =
an

an+1

(
a−1
n

kn∑
k=1

Xk + bn

)
+ a−1

n+1

kn+m∑
k=kn+1

Xk

+

a−1
n+1

kn+1∑
k=kn+m+1

Xk +

(
bn+1 −

an
an+1

bn

)
=: Un + Vn +Wn,

上記の分割は，strong mixing であるX の従属性をブロックすることを目的としている。左辺 {a−1
n+1Skn+1 + bn+1}

の分布が確率変数 Y に弱収束するとき，Unは cY に弱収束する。また，Vnが 0に確率収束し，{Wn}が適当な確率
変数 Z に弱収束することを示すことで定理は証明される。
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