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Abstract: In topology, topological invariants play fundamental roles. One of them is the fundamental group.In this talk, we

state some basic properties of the fundamental groups and present computations for the n-torus Tn and the 3-dimensional

Lense space L(p, q).

1. 基本群

X:位相空間, x0 ∈ X:基準点

定義 1

x0 におけるループとは以下を満たす連続写像 ℓのことで

あり,その集合を Ωとする.

Ω(X,x0) = {ℓ : [0, 1] −→ x, 連続写像, ℓ(0) = ℓ(1) = x0}

定義 2

F : ℓ0 ≈ ℓ1がホモトピーとは∃F : [0, 1]∋t×[0, 1]∋s −→ X

が連続写像で以下を満たすこと.

(1)F (0, s) = F (1, s) = x0 (∀s)
(2)F (t, 0) = ℓ0(t) , F (t, 1) = ℓ1(t)

定義 3

Ω(X,x0)にてホモトピックとは ℓに同値関係を入れたも

のであり,その同値類 [ℓ]の集合を π1 とする.

π1(X,x0) = {[ℓ] | ℓ ∈ Ω(X,x0)}

命題 1

ℓ0 ≈ ℓ1, ℓ
′
0 ≈ ℓ′1 =⇒ ℓ0 · ℓ′0 ≈ ℓ1 · ℓ′1

命題 2

命題 1より [ℓ][ℓ′] = [ℓ · ℓ′]が定義でき [ℓ0] = [ℓ1], [ℓ
′
0] =

[ℓ′1] =⇒ [ℓ0 · ℓ′0] = [ℓ1 · ℓ′1]

(証明)

H1 : ℓ0 ≃ ℓ1 , H2 : ℓ′0 ≃ ℓ′1 が与えられたとき F を次のよ

うに決める.

F (t, s) =

H1(2t, s) 0 ≤ t ≤ 1
2

H2(2t− 1, s) 1
2 ≤ t ≤ 1

このときH1(1, s) = x0 = H2(0, s)より F は連続.

F (t, 0) =

H1(2t, 0) = ℓ0(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

H2(2t− 1, 0) = ℓ′0(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

従って F (t, 0) = (ℓ0 · ℓ′0)(t) である. 同様に F (t, 1) =

ℓ1 · ℓ′1(t) が得られ, このとき F (0, s) = H1(0, s) =

x0 , F (1, s) = H2(1, s) = x0 より [ℓ0 · ℓ′0] = [ℓ1 · ℓ′1]
2
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命題 3

命題 2より π1(X,x0)は群になる.

(証明)

(1) ([ℓ][ℓ′])[ℓ′′] = [ℓ]([ℓ′][ℓ′′])

F : [0, 1]× [0, 1] −→ X を次のように決める.

F (t, s) =


ℓ1(

4
s+1 t) 0 ≤ t ≤ s+1

4

ℓ2(4t− (s+ 1)) s+1
4 ≤ t ≤ s+2

4

ℓ3(
4t

2−s − s+2
2−s )

s+2
4 ≤ t ≤ 1

このとき F は連続で (ℓ · ℓ′)ℓ′′ ≃ ℓ(ℓ′ · ℓ′′)
(2) ℓ0(t) = x0とおくと ∀[ℓ]に対し [ℓ0][ℓ] = [ℓ][ℓ0] = [ℓ]を

満たす.

実際, F1 と F2 を次のように決める.

F1(t, s) =

x0 0 ≤ t ≤ s
2

ℓ( t−1
1− s

2
+ 1) s

2 ≤ t ≤ 1

F2(t, s) =

ℓ( t
1− s

2
) 0 ≤ t ≤ s

2

x0
s
2 ≤ t ≤ 1

F1 より ℓ0 · ℓ ≃ ℓ , F2 より ℓ · ℓ0 ≃ ℓ

(3)ℓ′(t) = ℓ(1 − t) とおくと ∀[ℓ] に対し ℓ の逆元 ℓ′ で

[ℓ][ℓ′] = [ℓ′][ℓ] = [ℓ0]を満たすものがある.

F1 と F2 を次のように決める.

F1(t, s) =



x0 0 ≤ t ≤ s
2

ℓ(2t− s) s
2 ≤ t ≤ 1

2

ℓ(2(1− t)− s) 1
2 ≤ t ≤ 1−s

2

x0
1−s
2 ≤ t ≤ 1

F2(t, s) =



x0 0 ≤ t ≤ s
2

ℓ(−2t+ 1 + s) s
2 ≤ t ≤ 1

2

ℓ(2t− 1 + s) 1
2 ≤ t ≤ 1−s

2

x0
1−s
2 ≤ t ≤ 1

このとき F1 , F2 は連続で ℓ · ℓ′ ≃ ℓ0 , ℓ
′ · ℓ ≃ ℓ0 2

この群をX の x0 を基点とする基本群と言う.
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2. Rn, Sn, Tn の基本群

Rn を n次元ユークリッド空間 , Sn を n次元球面とす

るとき,次が知られている.

定理 1

π1(Rn, ∗) ∼= {e} , n ≥ 1

π1(S
n, ∗) ∼= {e} , n ≥ 2

• Tn = Rn/Zn , ∗ = [0] , τ : Rn −→ Rn/Zn とする.

定理 2

π1(T
n, ∗) ∼= Zn

(証明)

∀ℓ ∈ Ω(Tn, ∗)に対し , ℓの liftとは以下を満たす ℓ̃のこ

と.

ℓ̃ : [0, 1] −→ Rn で τ ◦ ℓ̃ = ℓ

deg(ℓ) = ℓ̃(1)− ℓ̃(0)は ℓ̃に依らず一定.

よって写像 deg : Ω(Tn, ∗) −→ Zn が定まる.

このとき以下が成り立つ.

(1)ℓ ≈ ℓ′ ⇐⇒ deg(ℓ) = deg(ℓ′)

(=⇒)

F (t, s) = ℓs(t) , ℓ̃s : ℓ̃s(0) = (0, · · · , 0)とする.

このとき ℓ̃s(1)は (m1, · · · ,mn) ∈ Zn であり sについて

連続かつ常に整数.

従って deg(ℓs) = ℓ̃s(1)− ℓ̃s(0)は sに依らず一定.

(⇐=)

deg(ℓ) = deg(ℓ′) = (m1, · · · ,mn)とすると ℓ̃(0) = ℓ̃′(0) =

(0, · · · , 0) , ℓ̃(1) = ℓ̃′(1) = (m1, · · · ,mn)

ℓ̃s(t) = (1 − s)ℓ̃(t) + sℓ̃′(t) とおくと ℓ̃s(0) =

(0, · · · , 0) , ℓ̃s(1) = (m1, · · · ,mn)

従って ℓs = p ◦ ℓ̃s とおくと ℓ ≈ ℓ′

以上より (1)が成り立つので deg : π1(T
n, [0]) −→ Zn と

定められる.

このとき以下が成り立つ.

(2)deg(ℓ · ℓ′) = deg(ℓ) + deg(ℓ′)

deg(ℓ) = (m1, · · · ,mn) とおくと lift ℓ̃ で ℓ̃(0) =

(0, · · · , 0) , ℓ̃(1) = (m1, · · · ,m)を満たすものがある.

deg(ℓ′) = (m′
1, · · · ,m′

n) とおくと lift ℓ̃′ で ℓ̃′(0) =

(m1, · · · ,mn) , ℓ̃′(1) = (m1 +m′
1, · · · ,mn +m′

n)

ここで ℓ̃(1) = ℓ̃′(0) なので ℓ̃ · ℓ̃′ が定まり ℓ̃ · ℓ̃′(0) =

(0, · · · , 0) , ℓ̃ · ℓ̃′(1) = (m1 +m′
1, · · · ,mn +m′

n)

従って deg(ℓ·ℓ′) = (m1+m′
1, · · · ,mn+m′

n)−(0, · · · , 0) =
(m1, · · · ,mn) + (m′

1, · · · ,m′
n) = deg(ℓ) + deg(ℓ′)

(3)全射

与えられた (m1, · · · ,mn) ∈ Znに対し ℓ̃ : [0, 1] −→ Rnで

ℓ̃(0) = (0, · · · , 0) , ℓ̃(1) = (m1, · · · ,mn)を満たすものが

ある.

例えば ℓ̃(t) = t(m1, · · · ,mn)

そこで ℓ = τ ◦ ℓ̃とおけば deg(ℓ) = (m1, · · · ,mn)である.

よって全射.

(4)単射

deg(ℓ) = deg(ℓ′) =⇒ ℓ ≈ ℓ′ より

deg([ℓ]) = deg([ℓ′]) =⇒ [ℓ] = [ℓ′] 2

3. L(p, q)の基本群

p, q ∈ Z , (p, q) = 1 , 1 < p , 1 ≤ q ≤ p− 1とする.

群 Z/pZ = {σk | 0 ≤ k ≤ p − 1}の S3 = {(z, w) ∈ C2 ||
z |2 + | w |2= 1}への作用を次にて定める.

σk(z, w) = (e
2πık

p z, e
2πıkq

p w)

これは自由であり,商空間は 3-多様体になる.

これを (p, q)Lense spaceといい L(p, q)で表す.

定理 3

π1(L(p, q), ∗) ∼= Z/pZ

(証明)

S3 ∋ (1, 0)に対して ∗ = [(1, 0)] , τ : S3 −→ L(p, q)とす

る.

ℓ ∈ Ω(L(p, q), ∗)に対し ℓ̃ : [0, 1] −→ S3は τ◦ℓ̃ = ℓ, ℓ̃(0) =

(1, 0) , ℓ̃(1) = σk(1, 0)を満たすものがとれる.

deg([ℓ]) = k ∈ Z/pZ とおくと deg : π1(L(p, q), ∗) −→
Z/pZが定まる.

このとき以下が成り立つ.

(1)deg(ℓ · ℓ′) = deg(ℓ) + deg(ℓ′)

deg(ℓ′) = m とおくと ℓ̃′(0) = σk(1, 0) , ℓ̃′(1) =

σk+m(1, 0)を満たす ℓ′ の liftが存在する.

このとき ℓ̃ · ℓ̃′ は連続で ℓ̃ · ℓ̃′(0) = (1, 0) , ℓ̃ · ℓ̃′(1) =

σk+m(1, 0)

従って deg(ℓ · ℓ′) = σk+m(1, 0) − (1, 0) = k + m =

deg(ℓ) + deg(ℓ′)

(2)単射

deg([ℓ]) = deg[ℓ′] = kとする.

ℓの lift ℓ̃と ℓ′ の lift ℓ̃′ で ℓ̃(0) = ℓ̃′(0) = (1, 0) , ℓ̃(1) =

ℓ̃′(1) = σk(1, 0)を満たすものがある.

また ℓ̃s : [0, 1] −→ S3 , 0 ≤ s ≤ 1で ℓ̃0 = ℓ̃ , ℓ̃1 = ℓ̃′ を満

たすものがとれる. (π1(S3, ∗) = {e}より)

(3)全射

ℓ̃ : [0, 1] −→ S3で ℓ̃(0) = (1, 0) , ℓ̃(1) = σk(1, 0)を満たす

ものがある.

そこで ℓ = τ ◦ ℓ̃とおけば deg([ℓ]) = kである. 2
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