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Abstract::In this report, we describe structures of the E8 lattice Γ, and its sublattices Φ , Ψ which are inverse images of two maximal 

totally singular subspaces 𝛷̅, 𝛹̅ with 𝛤/2𝛤 = 𝛷̅ ⊕ 𝛹̅, by using a specific orthogonal basis contained in Γ. 

 

定義1 

ℝ8の内積を 

𝑥，𝑦 ∈ ℝ
8
，𝑥・𝑦 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

8

𝑖=1
 

と定める．𝛤 ⊂ℝ8 に対し，𝛤 = {∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖 |𝑎𝑖 ∈ ℤ}となるよう

な線形独立な𝑥1，…，𝑥8が存在するとき格子群(lattice)

という．𝑥 ∈ 𝛤に対し||𝑥||
2

= 𝑥・𝑥 ∈ 2ℤとなるとき𝛤を 

even といい，𝛤のℤ基底𝑥1，…，𝑥8に対し， 

|det (𝑥𝑖・𝑥𝑗)| = 1 となるとき，𝛤をunimodular という． 

Even unimodular lattice Γ をE8 latticeという．ΓをE8 latticeと

し，𝛤𝑛，𝛤を以下のように定める． 

𝛤𝑛: = {𝑥 ∈ 𝛤|𝑥・𝑥 = 𝑛}，𝛤:̅ =  𝛤/2𝛤 

 

定理1 

(1)𝛤 =  𝛤0̅  ∪  𝛤2̅  ∪  𝛤4̅ 

(2)𝛤2に含まれる同値類は{±𝑥} 

(3)𝛤4に含まれる同値類は互いに直交する8 個の 

  ベクトルとその− 1 倍からなる． 

 

(証明)𝑥，𝑦 ∈ 𝛤は||𝑥||
2
，||y||

2
≦ 4，𝑥 ≠ ±y ， 

𝑥̅ = 𝑦̅ ，𝑥・y ≧ 0 を満たすとする．このとき， 

x – y ∈2Γ より 

8 ≦ ||𝑥 − y ||2 ≦  ||𝑥||
2

+  ||y||
2
＋ 2𝑥・y ≦  8 

∴||𝑥||
2

=  ||y||
2

= 4 ， 𝑥・y = 0 ． 

これにより(1)の互いに素であること，(2)，及び(3)の𝛤4の

同値類が互いに直交することがわかる．Γがeven unimodular 

なので Hecke の定理より， 

θ𝛤(𝑧) =  ∑ |𝛤𝑛|𝑒𝜋𝑖𝑛𝑧
∞

𝑛=0
 

は，PSL2(ℤ)に関する重さが4のモジュラー形式である．こ

れは，定数倍を用いて一意的に定まるので，Eisenstein 級数

に一致する． 

θ𝛤(𝑧) = 1 +  240 ∑ (∑ 𝑑3

𝑑|𝑘
)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑧

∞

𝑛=0
 

 

特に， 

|𝛤2| = 240 ，|𝛤4| = 240(13 + 23) 

従って 

28 = |𝛤| ≧ |𝛤0̅| + |𝛤2̅| + |𝛤4̅| 

                                    ≧ 1 + 240 +
240・9

16
⁄ = 28 

∴(1)，(3)をえる．▮ 

Γ4に含まれる長さ4のベクトルの剰余類に含まれる計8つ

のベクトルをΓ-coordinate frameと呼び，viで表す． 

 

命題1 

Ω={1，…，8}とし，{𝑣𝑖}𝑖∈𝛺を一組のΓ-coordinate frame と

する．i ∈Ωに対し，𝑒𝑖 =
1

2
 𝑣𝑖，S⊂Ωに対し，𝑒𝑆 =

 ∑ 𝑒𝑖𝑖∈𝑆  

とする．必要なら𝑒𝑖の1つの符号を変えると 

𝛤 = < 𝑒𝑖 ± 𝑒𝑗，
1

2
𝑒𝛺|𝑖，𝑗 ∈  𝛺 > 

 

(証明) {𝑒𝑖}𝑖∈𝛺はℝ8の正規直交系である． 

𝐷 = < 𝑒𝑖 ± 𝑒𝑗|𝑖，𝑗 ∈  𝛺 > 

は root lattice D8に同型である． 

𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 = 2𝑒𝑖 − 2𝑒𝑗 = 2(𝑒𝑖 − 𝑒𝑗) ∈ 2𝛤 

∴𝑒𝑖 − 𝑒𝑗 ∈ 𝛤 

また𝑣𝑖  =  2𝑒𝑖 ∈ 𝛤なのでD8 ⊂Γ． 

一方，Γ・Γ ⊂ ℤなので各 iに対し， 

𝛤 ⊂ {𝑥 ∈ ℝ
8
|𝑥・𝐷 ⊂ ℤ} = 𝐷+< 𝑒𝑖，

1

2
𝑒𝛺 > 

Γ：unimodular より，𝛤 ≠ 𝐷．Γ：even より，𝑒𝑖 ∉ 𝛤． 

∴𝛤 = 𝐷+ℤ
1

2
𝑒𝛺または𝛤 = 𝐷+ℤ(−𝑒𝑖 +

1

2
𝑒𝛺) 

𝛤 = 𝐷+ℤ(−𝑒𝑖 +
1

2
𝑒𝛺)のとき𝑒𝑖を− 𝑒𝑖とすれば 

𝛤 = 𝐷+ℤ
1

2
𝑒𝛺とかけるので， 
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𝛤 = < 𝑒𝑖 ± 𝑒𝑗，
1

2
𝑒𝛺|𝑖，𝑗 ∈ 𝛺 >をえる．▮ 

 

定義2 

q: 𝛤 → ℤ，q: 𝑥 ↦
1

2
||𝑥||

2
とし，𝑞̅(𝑥̅) = 𝑞(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ で𝔽2空間 

𝛤上の二次形式を定義する．𝛤の部分空間𝑇に対し， 

𝑞̅(𝑇) ≔ {𝑞̅(𝑥̅)|𝑥̅ ∈ 𝑇} = 0 となるとき𝑇を totally singular 

といい，2dimT = dim𝛤のとき，maximal という． 

すると𝛤 = 𝛷̅ ⊕ 𝛹̅，𝛷̅及び𝛹̅はmaximal totally  

singularと表される． 

ここで，Γの sublattice 𝛷，𝛹 を次のように定める． 

𝑓: 𝛤 → 𝛤に対し，𝑓−1(𝛷̅) = 𝛷，𝑓−1(𝛹̅) = 𝛹． 

このとき，𝛷 ∩ 𝛹 = 2𝛤，||𝑥||
2

∈ 4ℤ ，∀𝑥 ∈ 𝛷 ∪ 𝛹． 

𝐼 =< 𝑒𝑖|𝑖 ∈ 𝛺 >とし，写像  ̂を以下のように定める． 

^: 𝐼 → 2𝛺，^: ∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖
𝑖 ∈ 𝛺

↦ {𝑖 ∈  𝛺|𝑥𝑖 ∈ 2ℤ+ 1} 

また𝐷̂ = 𝐸(𝛺) = {𝑆 ⊂ 𝛺| |𝑆| ∈ 2ℤ}とする． 

𝑞𝐸: 𝑆 ↦
1

2
|𝑆| + 2ℤとおけば，これは< 𝛺 > を核とする 

𝐸(𝛺)に関する二次形式となる． 

 

命題2 

次を満たすℝ8の正規直交基底 {𝑒𝑖|𝑖 ∈ 𝛺} を選ぶことが出

来る． 

𝛤 = < 𝑒𝑖 ± 𝑒𝑗，
1

2
𝑒𝛺|𝑖，𝑗 ∈ 𝛺 > 

𝛷 = < 𝑒𝑆，2𝑒𝑖|𝑆 ∈ 𝒞1，𝑖 ∈ 𝛺 > 

𝛹 = < 𝑒𝑇，− 2𝑒𝑖 +
1

2
𝑒𝛺|𝑇 ∈ 𝒞2，𝑖 ∈ 𝛺 > 

𝒞1 = 𝛷̂，𝒞2 = (𝛹 ∩ 𝐼)^，𝒞1/< 𝛺 > ，𝒞2/< 𝛺 >は

E(Ω)/<Ω>の complementary maximal totally singular． 

 

(証明) 2𝑒𝑖 = 𝑣𝑖 ∈ 𝛤より2𝑒𝑖 ∈ 𝛷 又は 2𝑒𝑖 ∈ 𝛹． 

2𝑒𝑖 ∈ 𝛷としてよい．このとき，2𝐼 ⊂ 𝛷．𝛷は√2𝛤と同長 

なので𝛷・𝛷 ⊂ 2ℤ．2𝑒𝑖・
1

2
𝑒𝛺 = 1 ∉ 2ℤより

1

2
𝑒𝛺 ∉ 𝛷． 

∴𝛷 ⊂ 𝐼． 

∴2𝐼 ⊂ 𝛷 ⊂ 𝐼． 

もし𝑆 ∈ 𝒞1 = 𝛷̂とすれば𝑒𝑆 ∈ 𝛷なので|𝑆| = ||𝑒𝑆||
2

∈ 4ℤ. 

|𝛷: 2𝐼| = |𝛷: 2𝛤| = 24，|𝐸(𝛺)| = 27より 

∴𝒞1/< 𝛺 > はmaximal totally singular． 

1

2
𝑒𝛺 ∉ 𝐼より𝛷 + 𝛹 = 𝛤 ⊄ 𝐼． 

従って∃𝑥 ∈ 𝛹 − 𝐼 𝑠. 𝑡. ||𝑥||2 = 4． 

このとき xの成分は1つは±
3

2
で他は±

1

2
である．𝑒𝑖の 

符号を偶数個変えることはΓやΦの表記には影響を与え 

ない．このとき，
1

2
𝑒𝛺，2𝑒𝑖 ∈ 𝛤，2𝛤 ⊂ 𝛹より， 

−2𝑒𝑖 +
1

2
𝑒𝛺 ∈ 𝛹．また，2𝐷 ⊂ 2𝛤 ⊂ 𝛹より，任意の iに 

対し，−2𝑒𝑖 +
1

2
𝑒𝛺 ∈ 𝛹をえる． 

𝒞2 = (𝛹 ∩ 𝐼)^とする．このとき2𝐼 = 2𝐷 + 2ℤ𝑒𝑖

から，各固定された𝑖に対して𝑒𝑇 又は 𝑒𝑇 + 2𝑒𝑖によって 

𝑇 ∈ 𝒞2は代表される． 

∴|𝑇| = ||𝑒𝑇||2 = ||𝑒𝑇 + 2𝑒𝑖||
2 ∈ 4ℤ． 

しかし，𝛹・(−2𝑒𝑖 +
1

2
𝑒𝛺) ⊂ 2ℤであり，また一方で 

𝑒𝑇・(−2𝑒𝑖 +
1

2
𝑒𝛺) ≡ 0 (mod2) 

(𝑒𝑇 + 2𝑒𝑖)・(−2𝑒𝑖 +
1

2
𝑒𝛺) ≡ 1 (mod2) 

なので𝑒𝑇 ∈ 𝛹をえる．𝑒𝛺 ∈ 2𝛤 ⊂ 𝛹より𝛺 ∈ 𝒞2． 

∴ < 𝑒𝑇，− 2𝑒𝑖 +
1

2
𝑒𝛺|𝑇 ∈ 𝒞2，𝑖 ∈ 𝛺 >⊂ 𝛹． 

2𝑒𝑖 + 2𝑒𝑗 = (2𝑒𝑖 −
1

2
𝑒𝛺) + (2𝑒𝑗 −

1

2
𝑒𝛺) + 𝑒𝛺 

なので2𝐷 = 𝛹 ∩ 2𝐼と𝛹のすべてを生成した． 

|𝒞2| = |𝛹 ∩ 𝐼/𝛹 ∩ 2𝐼| = |𝛹/2𝐷|/|𝛹/𝛹 ∩ 𝐼| = 24 

∴𝒞2/< 𝛺 > はmaximal totally singular． 

𝒞1 + 𝒞2 = 𝛷̂ + (𝛹 ∩ 𝐼)^ = (𝛷 + (𝛹 ∩ 𝐼))^  = 𝐷̂ = 𝐸(𝛺) 

∴𝒞1/< 𝛺 > ，𝒞2/< 𝛺 >は E(Ω)/<Ω>の complementary 

maximal totally singular．▮ 
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