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Abstract: The Carathéodory number κ(K) of a pointed closed convex cone K is the minimum among all the κ for which
every element of K can be written as a nonnegative linear combination of at most κ elements belonging to extreme rays.
Carathéodory’s Theorem gives the bound κ(K) ≤ dimK. In this work we observe that this bound can be sharpened to
κ(K) ≤ ℓK − 1, where ℓK is the length of the longest chain of nonempty faces contained in K. We show that this bound is
tight for several families of cones, which include symmetric cones and the so-called smooth cones.

1. はじめに

凸集合 C ⊂ Rn の空でない凸部分集合 F ⊂ C について「x, y ∈ C, α ∈ (0, 1), αx+ (1− α)y ∈ F ⇒ x, y ∈ F 」が

成り立つとき, F を C の面と呼ぶ.
K ⊂ Rn を直線を含まない閉凸錐 (すなわちK は閉凸集合かつ αK ⊂ K, ∀α > 0を満たす)とする. d ∈ K \ {0}が

K の端線であるとは,半直線 {αd | α ≥ 0}がK の面となることをいう. いま x ∈ K のカラテオドリ数 κ(x)を,

κ(x) := min{k ∈ N | ∃di : K の端線 s.t. x = d1 + · · ·+ dk}

で定義し,またK のカラテオドリ数 κ(K)を

κ(K) := max{κ(x) | x ∈ K}

と定める.
カラテオドリ数はその錐に関する幾何情報として,しばしば興味の対象となる. また他の特徴量との興味深い関係が
得られることもある. 例えば,対称錐に対するカラテオドリ数はその錐上で定義できる自己整合障壁関数のパラメータ
の下限に一致することが知られている [1].
カラテオドリの定理によるよく知られた κ(K)の上界として

κ(K) ≤ dimK

がある. 本研究では, K の面からなる減少列の最大長を ℓK と書くとき,上記の κ(K)の上界が以下のように改良でき

ることを報告する.

定理 1 K ⊂ Rn を直線を含まない閉凸錐とするとき,

κ(K) ≤ ℓK − 1. (1)

本結果は有界閉凸集合 C に対して言い換えることもできる. {x}が C の面となるとき, xを C の端点という. x ∈ C

に対して κ(x)を「xを凸包に含む端点集合の最小要素数」とするとき, C のカラテオドリ数 κ(C) := maxx∈C κ(x)は

上界

κ(C) ≤ ℓC ≤ dimC + 1

を持つ.
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2. いくつかの例

本研究では,以下の 3つの場合について,上界 (1)における等号 κ(K) = ℓK − 1が成り立つことを示した.

(i) K が対称錐であるとき,すなわちK は内点を持ち,自己双対かつ等質 (任意の 2点 x, y ∈ intK はあるK の自己

同型写像によって写り合う)であるとき,対称錐 K に付随するユークリッド的ジョルダン代数が定義する K の

階数 rankK に対して次が成り立つ.
κ(K) = ℓK − 1 = rankK (2)

(ii) 集合 {F | F はK の面, dimF = 1}が高々可算であるとき, κ(K) = ℓK − 1 = dimK が成り立つ.

(iii) K が狭義凸錐 (すなわち, dimK = nかつK と {0}以外の面は常に次元が 1)であるとき, κ(K) = ℓK − 1 = 2が

成り立つ.

対称錐は n次半正定値行列錐 (階数 n)やローレンツ錐 (階数 2)などを含む錐のクラスである. 本研究では,ジョル
ダン代数の基本的な道具を用いて (2)を示した. この際,我々は等式 κ(K) = rankK について既存の証明 [1]よりも簡
略的なものを与えた.
K が凸多面錐であるとき, K の次元 1の面は有限個であるから, (ii)の等式が成り立つ. 例えば,これによって Rn×n

上の非負対角行列錐 Tn について κ(Tn) = nとわかり, Tn が非負かつ正定値行列全体からなる錐 Dn の面であること

と合わせると,以下の下界が得られる.
κ(Dn) ≥ n

n ≤ 4に対しては κ(Dn) = nであるが, n ≥ 5に対して κ(Dn)は未だ知られていない. κ(Dn)の上界について定理 1
は ℓDn − 1 = dimDn = n(n+ 1)/2を与えるのみである.
狭義凸錐の例として p ∈ (1,∞)に対する p次錐Kp = {(t, x) ∈ R× Rn | t ≥ ∥x∥p}などがある. 狭義凸錐に対する

(iii)の事実は [3]に直接的な証明がある. 定理 1によれば (iii)は狭義凸錐の定義より直ちに従う.
上界 (1)において等号が成り立たない例をひとつ挙げよう. 例えば,以下の閉凸錐

K =

{
(t, x) ∈ R× Rn | t ≥

√
x2
1 + · · ·+ x2

n, x2, . . . , xn ≥ 0

}
について κ(K) = 2である一方 ℓK − 1 = dimK = n+ 1が成り立つ.

3. おわりに

本研究では,カラテオドリ数 κ(K)について ℓK を用いた上界 (1)を報告した. また,対称錐や狭義凸錐などについて
(1)の等号が成り立つことを示した.
他の錐に対して,カラテオドリ数の新しい上界を得るのに (1)が有用である可能性もある. 例えば,完全正値錐

Cn =

{
X ∈ Rn×n

∣∣∣∣∣ ∃r ∈ N, ∃ui ∈ Rn
≥0 s.t. X =

r∑
i=1

uiu
T
i

}

(ただし T は行列の転置を表す)について, X ∈ Cn の cp-rankは, X =
∑r

i=1 uiu
T
i (ui ∈ Rn

≥0)と表せる最小の rと定義

される. cp-rankやその上界を求めることは,完全正値錐に関して取り組まれている課題のひとつである. ここで, Cn の
端線全体の集合は {uuT | u ≥ 0, u ̸= 0}で与えられるから,完全正値行列の cp-rankとカラテオドリ数が等しいことが
わかる. 完全正値錐に対して, (1)から cp-rankの上界を考察することは今後の課題のひとつである.
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