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Abstract: In statistical learning theory, one of its main purposes is to measure the difference between the true density function

and the estimated one for a given method of statistical estimation. In this paper, we show one of the main formulas in singular

learning theory, for clarifying mathematical relations in the Bayes quartet, i.e., the means of Bayes generalization errorBg,

Bayes training errorBt, Gibbs generalization errorGg and Gibbs training errorGt.

1. はじめに

情報科学の分野では,計測して得られた多量のデータか

ら元の情報源の確率分布を推測することを, 学習という.

学習の仕組みをまとめて体系化したものを学習理論とい

い,手書き文字をはじめとする画像認識,音声認識や遺伝

子解析などに応用されている.これらの学習データは，非

常に複雑な構造を持っているため,学習モデルも十分複雑

なものを考える必要がある．そのような学習モデルとし

て，階層型ニューラルネットワーク，混合正規分布，隠れ

マルコフモデルといったものがあり，特異モデルと呼ばれ

ている．特異モデルにおいて,学習により得られた確率密

度関数と真の確率密度関数との差異を考えることが本稿

の目的である.特にベイズ,ギブズそれぞれの汎化誤差,学

習誤差の関係を述べていく.

2. ベイズカルテット

x ∈ RN，w ∈ W ⊂ Rd に対して，q(x)と p(x|w)は同
じサポートを持つ RN 上の確率密度関数とする. ここで

p(x|w)はパラメータ w ∈ W ⊂ Rd に依存するパラメー

タ付きの確率密度関数である.また,パラメータ集合W は

Rdでコンパクトとする.学習モデル p(x|w)とその事前分
布φ(w)が与えられているものとし，真の分布を q(x)dxと

する．以下,確率分布 q(x)dxに従う確率変数X1, · · · , Xn

は独立であるとし,確率変数の集合 Dn = {X1, · · · , Xn}
に対して,正規事後分布を,

p(w|Dn) =
1

Zn
φ(w)

n∏
i=1

p(Xi|w)β

で定義する. ここで β > 0は逆温度である. Zn は正規化

定数とよばれ, Zn =
∫
dwφ(w)

∏n
i=1 p(Xi|w)β と定義さ

れる.

定義 1 (ベイズカルテット) Ew[·]を p(w|Dn)を用いた期

待値とし,以下の 4つの誤差を定義する.

(1) ベイズ汎化誤差 Bg = EX

[
log q(X)

Ew[p(X|w)]

]
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(2) ベイズ学習誤差 Bt =
1
n

∑n
i=1 log

q(Xi)
Ew[p(Xi|w)]

(3) ギブズ汎化誤差 Gg = Ew

[
EX

[
log q(X)

p(X|w)

]]
(4) ギブズ学習誤差 Gt = Ew

[
1
n

∑n
i=1 log

q(Xi)
p(Xi|w)

]
これら 4つの誤差の組をベイズカルテットという.

定義 2 (基本条件) カルバック距離を,

K(w) =

∫
q(x) log

q(x)

p(x|w)
dx

で定義する. ここで, W0 = {w ∈ W ;K(w) = 0}は空集合
でないとする.次の条件を満たすとき, q(x)と p(x|w)は指
数 s (s ≥ 2)で基本条件を満たすという.

(1) f(x,w) = log(q(x)/p(x|w))に対して,

[1-a]Cd の開集合W (C) が存在して, W ⊂ W (C).

[1-b] W (C) ∋ w 7→ f(·, w)は Ls(q)値の複素解析関数.

[1-c] M(x) ≡ supw∈W (C) |f(x,w)|は Ls(q)に含まれる.

(2)Q(x) ≡ supK(w)≤ϵ p(x|w)に対して次の積分が,∫
M(x)2Q(x)dx < ∞となるような ϵ > 0が存在する.

定義 3 特異点解消定理 (Hironaka Theorem[2])を，カル

バック距離 K(w) に適用すれば，ある多様体 M 上か

ら W への写像 π が存在して，M のそれぞれの適当

な局所座標 u = (u1, u2, · · · , ud) において K(π(u)) =

u2k1
1 · · ·u2kd

d ，|π′(u)| = uh1
1 · · ·uhd

d と書ける．このとき，

Ls(q)値をとる解析関数 a(x, u)が存在して，f(x, π(u)) =

a(x, u)uk1
1 · · ·ukd

d となる．

解析多様体 M 上の正規分布 ξ を E[ξ(u)] = 0,

E[ξ(u)ξ(v)] = EX [a(X,u)a(X, v)]−uk1
1 · · ·ukd

d v
k′
1

1 · · · vk
′
d

d

となるようにとる．

λを学習係数すなわち minu mini
hi+1
2ki
とし，その最大

の位数を rとする.
h1 + 1

2k1
=

h2 + 1

2k2
= · · · = hr + 1

2kr
= λ,

h′
j + 1

2k′j
> λ (j > r) が成立する局所座標 u∗ におい
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て，y′ = (u1, · · · , ur), y = (ur+1, · · · , ud)とおく．また，

a0(X, y) = a(X, 0, y), ξ0(y) = ξ(0, y)とする．

このとき

B∗
g (ξ) ≡ 1

2
EX [Ey,t[a0(X, y)t1/2|ξ]2]

B∗
t (ξ) ≡ G∗

t (ξ)−G∗
g(ξ) +B∗

g (ξ)

G∗
g(ξ) ≡ Ey,t[t|ξ]

G∗
t (ξ) ≡ Ey,t[t− t1/2ξ0(y)|ξ]

と定義する.ここで Ey,t[f(y, t)|ξ]は,

Z0(y, t, ξ) = yµtλ−1e−βt+β
√
tξ0(y)ϕ∗

0(y)

とおいたとき，

Ey,t[f(y, t)|ξ] =
∑

u∗

∫∞
0

dt
∫
dyf(y, t)Z0(y, t, ξ)∑

u∗

∫∞
0

dt
∫
dyZ0(y, t, ξ)

と定義される.

ϕ∗
0(y) ≡ σα,0(y)ϕ0(y), ϕ0(y) = φ(π(0, y)) ∈ C∞

であり,C∞の関数集合 {σα,0(y)}はM の 1の分解である．

定理 4 s = 6で基本条件が成立するとする.

(1) n → ∞のとき,以下の法則収束が成り立つ.

nBg → B∗
g , nBt → B∗

t , nGg → G∗
g, nGt → G∗

t

(2) n → ∞のとき,以下の確率収束が成り立つ.

n(Bg −Bt −Gg +Gt) → 0

(3) ベイズカルテットの期待値は以下のように収束する.

E[nBg] → E[B∗
g ], E[nBt] → E[B∗

t ],

E[nGg] → E[G∗
g], E[nGt] → E[G∗

t ]

定理 5 (統計的推測の状態方程式) s = 6 で基本条件が成

立するとき,次の等式が成り立つ.

E[B∗
g ]− E[B∗

t ] = 2β(E[G∗
t ]− E[B∗

t ]),

E[G∗
g]− E[G∗

t ] = 2β(E[G∗
t ]− E[B∗

t ]).

定理 6 s = 6で基本条件が成り立つとする. n → ∞のと
き確率収束,

nGg + nGt −
2λ

β
→ 0

が成り立つ.さらに,

E[G∗
g] + E[G∗

t ] =
2λ

β

が成り立つ.

定義 7 対数尤度関数の分散 V は,

V =

n∑
i=1

{
Ew[(log p(Xi|w))2]− (Ew[log p(Xi|w)])2

}
と定義される.

対数密度関数 f(x,w) = log(q(x)/p(x|w))を用いれば,

次のように書き表すことが出来る.

V =

n∑
i=1

{
Ew[f(Xi, w)

2]− Ew[f(Xi, w)]
2
}

定理 8 以下の確率収束が成り立つ.

V − 2(nGt − nBt) → 0

V − 2(nGg − nBg) → 0

ある定数 ν = ν(β) > 0が存在して,

lim
n→∞

E[V ] =
2ν(β)

β

また,

E[B∗
g ] =

λ

β
+

(
1− 1

β

)
ν(β)

E[B∗
t ] =

λ

β
−
(
1 +

1

β

)
ν(β)

E[G∗
g] =

λ

β
+ ν(β)

E[G∗
t ] =

λ

β
− ν(β)

定数 ν(β) > 0を特異ゆらぎといい,次の不等式を満たす.

0 ≤ ν(β) ≤ Eξ[∥ξ∥2]
8

+
Eξ[∥ξ∥2]1/2

8

√
Eξ[∥ξ∥2] + 16λ/β

ここで ν(β)は,

ν(β) =
1

2
Eξ

[
Ey,t[t

1/2ξ0(y)|ξ]
]

と定義され, ∥ξ∥は不規則過程 ξ(u)の最大値を表す.
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