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Abstract : This paper proposes a recursive subspace identification method in which a number of additional

time-series data is not restricted to one and can be set to a variable value. This paper points out that the proposed

method is helpful through a numerical example.

1 緒言

逐次部分空間同定法は適応制御則への適用，システムの

動特性の変化検出など様々な分野への応用が期待される

有力な同定法である [1，2]．従来の同定アルゴリズムは部

分空間同定を行う際の演算である特異値分解の逐次化を

行っている．逐次同定アルゴリズムではこれらの行列分

解の逐次化と同時にデータ行列の更新も行うが，文献 [1]，

[2] では更新データ行列のサイズを任意に設定することが

出来ず，その列数は必ず 1に固定されている．この逐次同

定アルゴリズの計算量をさらに軽減するために，本研究で

はデータ行列のサイズをユーザーが任意に設定できる方法

を提案する．4節では線形時不変（LTI）システムに対し

て提案方法による部分空間同定を行うことでその有効性

を示す．表記：　本稿では Rm×n はm× nの実数行列の

集合を表し，I は適切な次元を持った単位行列とする．ま

た，行列M に対しMT はM の転置行列を表す．Π⊥
M は

Π⊥
M∈ Rn×(n−r) で r = rankM を満たし，MΠ⊥

M = 0と

なる直交射影行列 Π⊥
M = I −MT

(
MMT

)−1
M を表す．

2 基礎結果

まず，本論文の基礎結果である次の補題を述べる．

補題 1 行列 UN+s ∈ Rmr×(N+s)，YN+s ∈ Rpr×(N+s)

Us ∈ Rmr×(s)，Ys ∈ Rpr×(s) が

UN+s = [ UN Us ]， YN+s = [ YN Ys ] (1)

のように与えられているとする．

PN :=
(
UNUT

N

)−1
，　 αN :=

(
I + UT

s PNUs

)−1
，

eN := Ys − YNUT
NPNUs

を定義する．このとき，以下が成立する．

YN+sΠ
⊥
UN+s

Y T
N+s = YNΠ⊥

UN
Y T
N + eNαNeTN (2)

3 問題設定

雑音を無視できると仮定し，未知の線形離散システムが

次の状態空間表現

xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk +Duk

で表されるとする．ただし，xk ∈ Rn，uk ∈ Rm，yk ∈ Rp

とする．行列 A，B，C，D はそれぞれふさわしい次元を

もった行列である．行列 Aは安定であるとし，(A，C)は

可観測であると仮定する．r ≥ n+ 1 を満たす整数 rと入

力列 {uk}とある正の整数 N0 に対して，ある時刻 kにお

いて

N0∑
j=r

ur (k + j)ur (k + j)
T

が正則であるとする．正の整数 N はデータ数を表し，

N ≥ N0 とする．問題は未知の行列 (A，B，C，D) を逐

次的に推定し，かつデータ行列のサイズを任意に設定でき

るアルゴリズムを構築することである．

4 逐次部分空間同定法

一般的な部分空間同定法ではシステムの入出力方程式に

対して，入力データ行列 U の直交射影行列 Π⊥
U を乗じる

ことで入力データ行列の部分空間へ直交射影を行う．その

後，特異値分解を行うことにより次のような拡大可観測行

列 Γのシフト不変性から未知の行列 A，C を導出する．

Γ =


CA
CA2

...
CAr

 =


C
CA
...
CAr−1

A (3)
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そして，拡大可観測性行列のシフト不変性から導出された

行列 A，C および特異値分解

YΠ⊥
U =

[
En E⊥

n

] [ Sn

0

] [
Fn

F⊥
n

]
= EnSnF

⊥
n

より導出される行列 En を用いることで次のような下三角

テプリッツ行列 Hr より未知の行列 B，D を求める．

Hr =



D 0 . . . . . . 0

CB D 0
. . .

...

CAB CB D
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
CAr−2B CAr−3B . . . CB D


部分空間同定法では以上のように未知の行列 A，B，C，D

を導出するが，例えば文献 [1]の逐次部分空間同定法では

式 (8)を次のように次元がデータ数に依存しない行列へ変

換を行う．(
YΠ⊥

U

) (
YΠ⊥

U

)T
= YΠ⊥

UY
T = EnS

2
nE

T
n (4)

さらに，UN+s の直交射影行列中の行列
(
UN+sU

T
N+s

)−1

に対し逆行列補題を適用し，YN+sΠ
⊥
UN+s

Y T
N+s および

YNΠ⊥
UN

Y T
N の関係式を導出することで逐次アルゴリズム

を取得している．したがって，補題において行列 UN，Us

，YN，Ys をそれぞれ次のようなデータ行列

UN =


uk+1 · · · uk+N−r+1

uk+2 · · · uk+N−r+2
...

...
...

uk+r · · · uk+N

 ∈ Rmr×(N−r+1)

(5)

Us =


uk+N−r+2 · · · uk+N−r+s+1

uk+N−r+3 · · · uk+N−r+s+2
...

...
...

uk+N+1 · · · uk+N+s

 ∈ Rmr×s

(6)

YN =


yk+1 · · · yk+N−r+1

yk+2 · · · yk+N−r+2
...

...
...

yk+r · · · yk+N

 ∈ Rpr×(N−r+1) (7)

Ys =


yk+N−r+2 · · · yk+N−r+s+1

yk+N−r+3 · · · yk+N−r+s+2
...

...
...

yk+N+1 · · · yk+N+s

 ∈ Rmr×s

(8)

で定義すれば，次のようなデータ行列のサイズが任意に設

定可能な逐次部分空間同定アルゴリズムを導出できる．

[Algorithm]

次の手順に従い逐次同定を行う．

1．　N = 0 に設定し，入出力データを用いて式 (5)，(7)

により UN，YN を構築する．

2．　mr ≤ N − r + 1 を満たす任意の定数 r ，s を設定

し，式 (1)，(6)，(8) により Us，Ys，UN+s，YN+s を構築

し，直交射影行列 Π⊥
UN
，Π⊥

Us
を求める．

3．　式 (4) より En を求め，式 (3) 他より状態方程式の

各係数 A，B，C，D を求める．

4．　式 (1) により YN+sΠ
⊥
UN+s

Y T
N+s を逐次更新し，

N := N + s，UN := UN+s，YN := YN+s を行い，2．

へ戻る．

5 数値例

補題の有効性を示すために以下の数値例を用いてシ

ミューションを行った．シミュレーションではデータ数

N=100，任意の設計変数 s=10とする．また，同定対象は

以下の状態空間表現で表される 2 入力 2 出力 3 状態線形

離散システムとする．Figure1に同定結果を示す．

xk+1 =

[
0.8 −0.4 0.2
0 0.3 −0.5
0 0 0.5

]
xk +

[
0 0
0 −0.6
0.5 0

]
uk

yk =

[
0.5 0.5 0
0 0 1

]
xk

Figure1 Estimated output by the proposed algorithm

Figure1から分かるように，真の出力 (true y1，true y2)

および逐次同定により推定された出力 (estimation y1，es-

timation y2)は完全に一致しているので，LTIシステムに

対しては補題を用いたシステム同定の精度が高いことが確

認できる．

6 結言

本研究では，逐次部分空間同定法において，同定計算で

付加される時系列データ数を 1に限定する必要のない方法

を提案し，シミュレーションによりその有効性を示した．
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