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Abstract: In this talk, we introduce Lagrange’s theorem and Waring’s problem. The method of the proof of Lagrange’s

theorem is elementary, whereas Waring’s problem is one of the most difficult problem in Number Theory and only very few

facts are proven. Here we survey the proof of Lagrange’s theorem, so-called theorem of four squares, namely any positive

integer is represented by the sum of four squares.

1 ウェアリングの問題

平方数，立法数などのべき乗数の和として自然数を表すこ

とに関する問題をウェアリングの問題と称する．例えば，

k,m, n ∈ Nに対して，k ≥ 2を固定して，任意の nがm

個の整数 x1, · · · , xm の k乗数の和によって

n = x1
k + · · ·+ xm

k

と表現されるときの，mの最小値 sを求める問題がある．

以下，断りがない限り，k,m, n ∈ Nとする．
A. Wieferich (1909)が k = 3 のとき s = 9 であるこ

とを証明したと発表した. しかし，その証明中の誤り

を A. Kempner (1912)が修正した．その後，L. E. Dickson，

S. S. Pillai，I. Nivenらが k ≥ 7の各 kに対して sを決定し，

更に Pillai (1940)は k = 6のとき s = 73であること，J. -

R. Chen (1964)は k = 5のとき s = 37であることを得た．

k = 4については，R. Balasubramanian，J. -R. Deshouillers，

F. Dressが s = 19であることを 1986年に示した．

ここではウェアリングの問題の中でも，初等的な議論で証

明される，4平方数定理とも呼ばれるラグランジュの定理

を扱うことにする．ここでいう平方数とは，非負の整数の

2乗数のことである．

2 ラグランジュの定理

Theorem 1 (ラグランジュの定理，1770)

任意の自然数 nは 4個の平方数の和で

n = x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2

と表される．

Theorem1は，素数 pが 4個の平方数の和で表されること

に帰着されることを以下で説明する．

Fact 1

2つの自然数 x, yが 4個の平方数の和で表されているとす

ると，
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(x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2)(y1
2 + y2

2 + y3
2 + y4

2) =

(x1y1+x2y2+x3y3+x4y4)
2+(x1y2−x2y1+x3y4−x4y3)

2

+(x1y3−x3y1+x4y2−x2y4)
2+(x1y4−x4y1+x2y3−x3y2)

2

より，その積も 4個の平方数の和で表せる．

このFact1と 1 = 12+02+02+02であることからTheorem

1は次の定理から従う．

Theorem 2

任意の素数 pは 4個の平方数の和で

p = x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2

と表される．

この定理を証明するためにいくつかの Lemmaを用意する．

Lemma 1

pが奇素数ならば，ある 0 < m < pに対して

1 + x2 + y2 = mp

を満たす非負の整数 x, yが存在する．

Proof of Lemma1
p+ 1

2
個の数

x2 (0 ≤ x ≤ p− 1

2
) (1)

は pを法として互いに合同でない．更に
p+ 1

2
個の数

−1− y2 (0 ≤ y ≤ p− 1

2
) (2)

もまた pを法として互いに合同でない．ここで双方の集

合を合わせると，p+1個の数があるが，( mod p)の剰余

は p個しかない．従って，(1)の中のある数は (2)の中の

ある数と合同でなければならず，
1

2
pより小さい x, yで

x2 ≡ −1− y2 i.e. 1 + x2 + y2 = mp

を満たすものが存在する．また，

0 < 1 + x2 + y2 < 1 + 2

(
1

2
p

)2

< p2

より，0 < m < pである．
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Lemma 2

奇素数 p と，どれかは p で割り切れない非負の整数

x1, x2, x3, x4 に対して，正の整数mを用いて

mp = x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2

と表されたとする．このようなmのうち，最小の数をm0

とおくとm0 は奇数である．

Proof of Lemma2

m0 が偶数であると仮定して矛盾を導く．

m0 = 2m′
0 とすると

m0p = x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2

2m′
0p = (x1 + x2 + x3 + x4)

2 − 2
∑

1≤i<j≤4

xixj

より x1 + x2 + x3 + x4 は偶数であるので

( i ) x1, x2, x3, x4 はすべて偶数

(ii) x1, x2, x3, x4 はすべて奇数

(iii) x1, x2, x3, x4 のうち，2個が偶数で 2個が奇数

のいずれかが成り立つ．(iii) のとき x1, x2を偶数，x3, x4

を奇数とすると，( i )，(ii)，(iii) のどの場合においても

x1 + x2 , x1 − x2 , x3 + x4 , x3 − x4

はすべて偶数になるので

1

2
m0p =

(
x1 + x2

2

)2

+

(
x1 − x2

2

)2

+

(
x3 + x4

2

)2

+

(
x3 − x4

2

)2

は 4個の平方数の和である．x1, x2, x3, x4のどれかは pで

割り切れないので，これらの平方数のどれかは pで割り

切れない．しかし，これはm0の最小性に反する．従って

m0 は奇数である．

Proof of Theorem2

まず，2 = 12 +12 +02 +02より p > 2をとることができ

る．このとき Lemma1より，どれかは pで割り切れない

x1, x2, x3, x4 に対して

mp = x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2

を満たす自然数mが存在する．このようなmのうち，最

小の数をm0とする．このとき，m0 = 1であることを示

す．

m0 > 1 とする．Lemma1 より m0 < p である．更に

Lemma2より，m0 が奇数であることが分かる．

次に x1, x2, x3, x4のすべてがm0で割り切れるとする．こ

のとき

m0
2 | x1

2 + x2
2 + x3

2 + x4
2 ⇒ m0

2 | m0p

⇒ m0 | p

となるが，pは素数なので矛盾する．よって，x1, x2, x3, x4

のどれかは m0 で割り切れない．今，m0 は奇数なので

m0 ≥ 3である．従って

yi = xi − bim0 (i = 1, 2, 3, 4)

が

|yi| <
1

2
m0 , y1

2 + y2
2 + y3

2 + y4
2 > 0

を満たすように非負の整数 bi を選ぶことができる．この

とき yi ∈ Zで，

0 < y1
2 + y2

2 + y3
2 + y4

2 < 4

(
1

2
m0

)2

= m0
2 (3)

であり，また

y1
2 + y2

2 + y3
2 + y4

2 = x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2

− 2(b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4)m0

+ (b1
2 + b2

2 + b3
2 + b4

2)m0
2

≡ 0 (mod m0)

が成り立つ．よって，ある自然数m1 を用いて

y1
2 + y2

2 + y3
2 + y4

2 = m0m1

が成り立ち，(3)より 0 < m1 < m0 がわかる．また，

x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2 = m0p (m0 < p)

であったので，Fact1より,

m0
2m1p = z1

2 + z2
2 + z3

2 + z4
2 (4)

とかける．ここで z1, z2, z3, z4は Fact1の計算の右辺に現

れる 4個の数である．しかし

z1 =
∑

xiyi =
∑

xi(xi−bim0) ≡
∑

xi
2 ≡ 0 (mod m0)

であり，同様に z2, z3, z4 もm0 で割り切れる．

従って ti ∈ Z, i = 1, 2, 3, 4に対して，

zi = m0ti

が成り立ち，(4)は

m1p = t1
2 + t2

2 + t3
2 + t4

2

となるがm1 < m0よりm0の最小性に反する．以上より

m0 = 1がわかり，任意の素数 pは 4個の平方数の和であ

る．
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