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Abstract: In a supercritical flow below a sluice gate, a boundary layer develops from section of the vena contracta and reaches
the water surface at the critical point. For the developing flow, the relation between the head loss and the energy thickness is
clarified by using the energy equation in the boundary layer. The results of the analysis are in agreement with the experimental
data.

1. まえがき
スルースゲート下流側に形成される射流は，縮流部（vena

contracta）で一様な流速分布となり，その下流側から乱流
境界層が発達し，流下とともにその厚さを増し，やがて水
面に到達する（Fig.1参照）．乱流境界層が水面に到達した
断面は critical pointと呼ばれ，その上流側の乱流境界層が
発達中の流れは developing flowと呼ばれ [1] ている．

Ohtsu and Yasuda[1] は，スルースゲート下流側の射流の
水面形状と乱流境界層の発達状態を解析的に求める方法を
示している．しかしながら，境界層が発達する開水路流に
おいてカルマンの運動量方程式 [2] と同じ結果になること
は明確には示されていない．また，developing flowのエネ
ルギー損失を解析的に求める方法については検討の余地が
ある．
本研究では，水平開水路に境界層近似されたレイノルズ
方程式を用い，カルマンの運動量方程式と同じ結果になる
ことを明示した．従来の developing flow の水面形と境界
層の発達状態の解析方法 [1] に加えて，エネルギー消散厚
を用いて developing flow のエネルギー損失を解析的に求
める方法を導いた．また，これらの解析方法に対して実験
による検証を行った．

2. 解析方法
2.1 水面形状と乱流境界層の発達状態
スルースゲートを有する長方形断面水平水路の射流を対
象に，乱流境界層の発達状態を考慮して水深 hおよび境界
層厚 δを解析的に求める．流れは二次元的に取り扱えるも
のとし，乱流境界層外側の領域（δ ≤ y ≤ h；y は水路床を
原点とする鉛直上向きの座標）のエネルギー損失は無視で
きるものと仮定する．縮流部（断面 0◯，x = 0 ；x は縮流
部を原点とする流下方向の座標）と境界層が発達中の任意
な断面（断面②，x = ℓ）との間の水面を沿う流線にベル
ヌーイの定理を適用すると，

U0
2/(2g) + h0 = U2/(2g) + h (1)

となる．ここに，U0 は縮流部の流速，gは重力加速度，h0
は縮流部の水深，U は断面②の δ ≤ y ≤ hの流速，hは断
面②の水深である．J = U0/U として (1)を整理すると，

h/h0 =
{
F0

2(1 − J−2)
} /

2 + 1 (2)

となる．ここに，F0 [= U0/
√
gh0] は縮流部のフルード数

である．断面 0◯②間の連続の式は，
U0h0 = U(h − δ1) (3)

で示される．ここに，δ1
[
=
∫ h

0

(
1 − u

U

)
dy

]
は排除厚であ

る．乱流境界層内の x 方向の時間平均流速 uの分布は，

u/U = (y/δ)1/7 for 0 ≤ y ≤ δ (4)
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Figure 1. Definition sketch

の 1/7乗則で近似されるものと仮定する．また，乱流境界
層外の uは一様分布であり，

u/U = 1 for δ ≤ y ≤ h (5)
となる．排除厚 δ1 の定義と (4)，(5)より，δ1 = δ/8が得
られ，これと (2)，(3)を用いると，

δ/h0 = 8
[{

F0
2(1 − J−2)

} /
2 + 1 − J

]
(6)

が得られる．
二次元非圧縮性流体で定流の場合の水平開水路における

乱流境界層のレイノルズ方程式は境界層近似 [3] すると，

∂u2

∂x
+
∂u v

∂y
= − 1
ρ

∂p
∂x
+
µ

ρ

∂2u
∂y2 − ∂u

′v′

∂y
(7)

1
ρ

∂p
∂y
= −∂v

′2

∂y
− g (8)

となる．ここに，pは時間平均圧力，u′は x 方向の変動流
速，v と v′ は y 方向の時間平均流速と変動流速，ρ は密
度，µは粘性係数である．境界層内外において v′2 ≈ 0と
して (8)を y 方向に積分すると，0 ≤ y ≤ h において圧力
pは静水圧分布 [p = ρg(h − y)]であることが示され，これ
を x で微分すると 1

ρ
∂p
∂x = g ∂h

∂x が得られる．一方，(1)を x
で微分し，水面を沿う流線の全水頭 E は一定で (1)が成立
するため dE

dx = 0を用いると U dU
dx = −g dh

dx が得られる．こ
れらを (7)に用いると，

∂u2

∂x
+
∂u v

∂y
= U
∂U
∂x
+

1
ρ

∂

∂y

(
µ
∂u
∂y

− ρu′v′
)

(9)

となる．剪断応力 τ = µ∂u∂y − ρu′v′ とおいて (9) に代入
し，y 方向に h まで積分し，排除厚 δ1，運動量厚 δ2 =∫ h

0
u
U

(
1 − u

U

)
dy ，局所摩擦抵抗係数 Cf

′ = τ0/(ρU2/2)
（τ0 は壁面剪断応力）を用いて整理すると，

dδ2
dx
+

2δ2 + δ1
U

dU
dx
=

Cf
′

2
(10)

が得られ，(10)は zero pressure gradientで導出されている
カルマンの運動量方程式 [2] と同一表示となる．Cf

′ は流
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速分布が 1/7乗則で近似される [1] ため，

Cf
′ = 0.0592 (ρUx/µ)−1/5 for 3×105 ≤ ρUx/µ ≤ 1×107

(11)
のように示される [2]．(10) に (11) を代入し，縮流部 0◯
(x = 0，U = U0)の境界条件のもとで解くと，

x
h0
= 194R

1
4

{
37
99

F0
2
(
1 − J−

11
5

)
+

23
9

(
2 + F0

2
) (

J−
1
5 − 1

)
− 8

9

(
1 − J

4
5

)} 5
4

(12)

が得られる [1]．ここに，R [= ρq/µ]はレイノルズ数，qは
単位幅流量である．

2.2 エネルギー損失
断面①②間（Fig.1 参照）のエネルギー損失を求めるた
め，(9) の両辺に u を乗じてエネルギー方程式とし，y 方
向に hまで積分すると，

ρ

2
d
dx

(
U3δ3

)
=

∫ h

0
τ
∂u
∂y

dy (13)

となる [3]．ただし，δ3 はエネルギー消散厚であり，

1
2
ρU3δ3 =

1
2

∫ h

0
ρu

(
U2 − u2

)
dy (14)

で定義される．(13) で τ = −ρu′v′ として断面①②間で x
方向に積分すると，(

ρU3δ3/2
)
at② −

(
ρU3δ3/2

)
at① = Pro.①∼② (15)

となる．ここに，Pro.①∼② は断面①②間の乱れの生成項
である．変動流のエネルギー方程式から得られる断面①
②間の乱れの消散項を Dis.①∼② で表し，平板上の乱流
境界層の乱れエネルギーの収支 [4] と類似と考えると，
Pro.①∼② ≈ Dis.①∼② = 断面①②間の損失エネルギーとな
る．(15)の右辺を損失エネルギーとして両辺を水頭で表示
するため，両辺を ρgqで除すと，{

U3δ3/(2gq)
}

at② −
{
U3δ3/(2gq)

}
at① = (hL)①∼② (16)

となる．ここに，(hL)①∼②は断面①②間の損失水頭である．
U3δ3/(2gq)は (14)，断面平均流速 V，エネルギー補正係数
αを用いて整理するとU3δ3/(2gq) = {U2/(2g)−αV2/(2g)}
で示される．断面①と縮流部 0◯が一致している (x1 = 0)
とき，δ3 ≈ 0 (U1 = U0 = V1, α1 = 1)であることから，

(hL) 0◯∼② = U2/(2g) − αV2/(2g) (17)

となる．V = 1
A

∫
A

udA（Aは流積）および，乱流境界層内
（0 ≤ y ≤ δ）では (4)，乱流境界層外（δ ≤ y ≤ h）では (5)
を用いると，

V/U = 1 − (δ/h)/8 (18)

となる．(4)，(5)，(18)と α =
∫ h

0

(
u
V

)3 dy
h を用いると，

α =

{
1 − 3

10

(
δ

h

)} / {
1 − 1

8

(
δ

h

)}3
(19)

となる．(17)の両辺を U2/(2g)で除し，(18)，(19)を用い
ると，

(hL) 0◯∼②
U2/(2g)

= 1 −
{
1 − 3

10

(
δ

h

)} / {
1 − 1

8

(
δ

h

)}
(20)

が得られる．

,

Figure 2. Water surface profile and boundary layer thickness
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Figure 4. Head loss

3. 実験
実験は，スルースゲートを有する水路幅 B = 0.4 mの長

方形断面水平水路を用いて，F0 = 8.0で R = 6.5×104また
は 7.2 × 104 になる射流が形成されるように流量 Q，ゲー
トの開口高 aを調整して行った．なお，縮流部はゲートか
ら下流に 2aの位置とした [1]．x 方向の時間平均流速 uは
一次元レーザードップラー流速計を用いて測定された（採
取時間 164 sec，採取間隔 25 Hz）．時間平均水深 h は超音
波水位計を用いて測定された（採取時間 200 sec，採取間隔
100 Hz）．水深 h はポイントゲージを用いて測定された．
なお，δ は uと hの実測値より排除厚 δ1 を求め，δ = 8δ1
の関係に代入して算出されている．

4. 結果
与えられた F0 と Rに対する水面形と境界層の発達状態

を Fig.2に示す．h/h0 および δ/h0 の計算値と実験値はそ
れぞれよく一致している．
与えられた F0 と R に対するエネルギー補正係数 α を

Fig.3 に示す．実験値は u と h の実測値より求められて
いる．また，与えられた F0 と R に対する相対損失水頭
(hL) 0◯∼②

/ [
U2/(2g)

]
を Fig.4に示す．実験値は (17)に連

続の式を用いて (hL) 0◯∼② =
{
q2/(2gh0

2) − αq2/(2gh2)
}
と

し，前述の α と q，h0，h の実測値を代入して得られる
(hL) 0◯∼② と U の実測値を用いて求められている．Fig.3お
よび Fig.4 に示されるように，α と (hL) 0◯∼②

/ [
U2/(2g)

]
の計算値と実験値はそれぞれよく一致している．
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