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Abstract: We review Schwinger effect in a finite distance electric field. We calculate the transmission and reflection amplitudes for 

both bosons and fermions and study the finite distance effect on the production rate.  

 

１． 導入 

真空中に強い電場を加えると電子と陽電子の対が生

成される現象は Schwinger 効果と呼ばれている．これ

は，負エネルギー状態の電子が電場によりポテンシャ

ル障壁を越えて正エネルギー状態に移り，その空孔が

正エネルギー状態の陽電子となるトンネル効果として

理解できる．Schwingerは一様な電場が無限の空間の領

域に広がっている系に対し，グリーン関数とゲージ変

換の下でのグリーン関数の振る舞いを利用して解析し

た．近年の研究において，grapheneを用いた Schwinger

効果の検証実験が提案されており，そこでは，空間的

に有限な領域の強電場が用いられている[1]．しかし，

実験による Schwinger効果の検証は成功していない．  

ここでは，[2]の論文に沿って，有限の距離で離れた

２つの平面板の間の強い線形ベクトルポテンシャルを

考え，ボース粒子とフェルミ粒子の透過振幅と反射振

幅を求める．  

 

２． ボース粒子の透過振幅と反射振幅 

質量が𝑚で電荷が−𝑒の荷電ボース粒子を記述するス

カラー場𝜙に対するクラインゴルドン方程式は，𝑝を 4

元運動量，𝐴をベクトルポテンシャルとして 

        [(𝑝 + 𝑒𝐴)2 − 𝑚2]𝜙 = 0             (1) 

と書ける．ここで𝐴は 

𝐴 = (𝐴0(𝑧), 0,0,0) 

 

𝐴0(𝑧) = {

0  (𝑧 ≤ 0)     領域１

−𝜖𝑧  (0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿)  領域２

−𝜖𝐿    (𝐿 ≤ 𝑧)  領域３

       (2) 

                 

と与える．ただし，𝜖を電場とし，𝑧 = 0，𝑧 = 𝐿に平面

板を設置する．(2)のように電場を与える．ポテンシャ

ルは𝑥と𝑦に依存せず，電場は𝑧方向にしか依存しないた

め，クラインゴルドン方程式(1)を満たす解として 

𝜙 = exp[𝑖(𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑦𝑦 − 𝐸𝑡)] 𝑓(𝑧)  (3)        

が考えられる．ただし，𝐸はエネルギーである． 

ここで，𝜅 = 𝑒𝜖とおき，𝑧から無次元の長さξ への変換 

𝜉 =
√2(𝐸+𝜅𝑧)

√𝜅
 (4)     

と(3)式を用いると(1)式は調和振動子のエネルギー固

有値に類似した形の方程式 

 

[−
𝑑2

𝑑𝜉2 + 𝑎 −
1

4
𝜉2] 𝑓(𝜉) = 0  (5)  

に帰着できる．ただし，𝐩𝑇 = (𝑝𝑥 , 𝑝𝑦)とし，𝑎 =
𝑚2+𝐩𝑇

2

2𝜅

である．(5)式の領域ごとの解は 

 

                      𝑓1(𝜉) = 𝐼𝑎𝐼𝑒−𝑖𝑘𝐿𝜉 + 𝑅𝑎𝑅𝑒𝑖𝑘𝐿𝜉

                      𝑓2(𝜉) = 𝐴𝐸(𝑎, 𝜉) + 𝐵𝐸∗(𝑎, 𝜉)

                      𝑓3(𝜉) = 𝑇𝑎𝑇𝑒𝑖𝑘𝑅𝜉     

          (6) 

となる．𝐼，𝑅，𝑇は入射，反射，透過の振幅を与える．

𝑘𝐿,𝑅とそれに含まれる𝜉𝐿,𝑅はそれぞれ，    

𝑘𝐿,𝑅 = √
1

4
𝜉𝐿,𝑅

2 − 𝑎，𝜉𝐿 =
√2𝐸

√𝜅
，𝜉𝑅 =

√2(𝐸+𝜅𝐿)

√𝜅
  である．入

射粒子のエネルギーは負であるため，𝑒−𝑖𝑘𝐿𝜉は𝑧軸の正

の方向へ運動する粒子を表す．また， 

   𝑎𝐼 = 𝑎𝑅 = 1/|𝐸|1/2 ，𝑎𝑇 = 1/|𝐸 + 𝜅𝐿|1/2であり，

(6)式の𝐸(𝑎, 𝜉)と𝐸∗(𝑎, 𝜉)は放物柱関数である[3]． 

 

波動関数の接続条件 

𝑓1|𝜉=𝜉𝐿
= 𝑓2|𝜉=𝜉𝐿

 

𝜕𝜉𝑓1|𝜉=𝜉𝐿
= 𝜕𝜉𝑓2|𝜉=𝜉𝐿

𝑓2|𝜉=𝜉𝑅
= 𝑓3|𝜉=𝜉𝑅

𝜕𝜉𝑓2|𝜉=𝜉𝑅
= 𝜕𝜉𝑓3|𝜉=𝜉𝑅

 

より，透過振幅𝑇と反射振幅𝑅が以下のように求まる． 

 

T =
𝑎𝐼

𝑎𝑇

4𝑘𝐿𝑒−𝑖(𝑘𝐿𝜉𝐿+𝑘𝑅𝜉𝑅)

(𝐸𝐿
∗′ − 𝑖𝑘𝐿𝐸𝐿

∗)(𝐸𝑅
′ − 𝑖𝑘𝑅𝐸𝑅) − (𝐸𝐿

′ − 𝑖𝑘𝐿𝐸𝐿)(𝐸𝑅
∗′ − 𝑖𝑘𝑅𝐸𝑅

∗)
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R = 𝑒−2𝑖𝑘𝐿𝜉𝐿
[(𝐸𝐿

′ + 𝑖𝑘𝐿𝐸𝐿)(𝐸𝑅
∗ ′ − 𝑖𝑘𝑅𝐸𝑅

∗ ) − (𝐸𝐿
∗′ + 𝑖𝑘𝐿𝐸𝐿

∗)(𝐸𝑅
′ − 𝑖𝑘𝑅𝐸𝑅)]

(𝐸𝐿
∗′ − 𝑖𝑘𝐿𝐸𝐿

∗)(𝐸𝑅
′ − 𝑖𝑘𝑅𝐸𝑅) − (𝐸𝐿

′ − 𝑖𝑘𝐿𝐸𝐿)(𝐸𝑅
∗ ′ − 𝑖𝑘𝑅𝐸𝑅

∗ )
 

 

ただし，𝐸𝐿,𝑅 = 𝐸(𝑎, 𝜉𝐿,𝑅)，  𝐸′𝐿,𝑅 =
𝑑𝐸(𝑎,𝜉)

𝑑𝜉
|

𝜉=𝜉𝐿,𝑅

      であ

る． 

以上より，ボース粒子の透過振幅と反射振幅が求ま

った． 

 

３． フェルミ粒子の透過振幅と反射振幅 

質量が𝑚で電荷が−𝑒の荷電フェルミ粒子を記述する

スピノル場𝜓に対するディラック方程式は，𝛾𝜇をガン

マ行列，𝑝𝜇を 4元運動量，𝐴𝜇をベクトルポテンシャル

とし 

[𝛾𝜇(𝑝𝜇 + 𝑒𝐴𝜇) − 𝑚]𝜓 = 0   

と書ける．この１つの解として以下が書ける． 

𝜓 = [𝛾𝜇(𝑝𝜇 + 𝑒𝐴𝜇) + 𝑚]𝜙 

そのため， 

[(𝑝 + 𝑒𝐴)2 − 𝑚2 − 𝑖𝜅𝛼3]𝜙 = 0  (7)                    

と表せて，ディラック方程式(7)の解として 

𝜙 = exp[𝑖(𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑦𝑦 − 𝐸𝑡)]𝑛(𝑧) (8) 

が考えられる． 

さらに，  

𝜇1 =
1

√2
(

1
0
1
0

)，𝜇2 =
1

√2
(

0
1
0

−1

)，𝜇3 =
1

√2
(

1
0

−1
0

)，𝜇4 =
1

√2
(

0
1
0
1

) 

を定義して𝑛(𝑧) = ∑ 𝑓𝜆(𝑧)𝜇𝜆
4
𝜆=1 と書く． 

(4)式の変換を行うと(7)式は，  

 

[−
𝑑2

𝑑𝜉2
+ (𝑎 + 𝜂

𝑖

2
) −

1

4
𝜉2] 𝑓𝜆(𝜉) = 0  (9) 

となる．(9)式の解は 

𝑓1(𝜉) = 𝐼𝑒−𝑖𝑘𝐿𝜉𝜒𝐼 + 𝑅𝑒𝑖𝑘𝐿𝜉𝜒𝑅 

𝑓2(𝜉) = [𝛾0(𝐸 + 𝜅𝑧) − (𝛾1𝑝𝑥 + 𝛾2𝑝𝑦) + 𝑖𝛾3
𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑚]

× [𝐴𝑀(𝑎, 𝜉) + 𝐵𝑁(𝑎, 𝜉)]𝜇𝜆 

𝑓3(𝜉) =  𝑇𝑒𝑖𝑘𝑅𝜉𝜒𝑇 

と書ける． 

𝜒𝐼，𝜒𝑅，𝜒𝑇は𝜒𝐾(𝐾 = 𝐼, 𝑅, 𝑇)として 

𝜒𝐾 = 𝑎𝐾(𝛾 ∙ 𝑝𝐾 + 𝑚)𝜇𝜆と表す． 

ここで， 

𝑎𝐼 = [2𝐸(𝐸 + 𝑝𝑧)]−1/2，  𝑎𝑅 = [2𝐸(𝐸 − 𝑝𝑧)]−1/2， 

𝑎𝑇 = [2�̃�(�̃� − 𝑝�̃�)]
−1/2

 , �̃� = 𝐸 + 𝜅𝐿             

で𝐸はエネルギーである． 

4元運動量は 

𝑝𝐼 = (𝐸, 𝑝𝑥 , 𝑝𝑦 , −𝑝𝑧) ， 𝑝𝑅 = (𝐸, 𝑝𝑥, 𝑝𝑦 , 𝑝𝑧)  ，    

𝑝𝑇 = (�̃�, 𝑝𝑥 , 𝑝𝑦 , 𝑝�̃�)  

であり，それらに含まれる𝑝𝑧と𝑝�̃�は 

𝑝𝑧 = √2𝜅𝑘𝐿，𝑝�̃� = √2𝜅𝑘𝑅である．  

ただし， 

𝑀(𝑎, 𝜉) = 𝑒
𝑖𝜉2

4 𝐹1 1 (
𝑎

2
𝑖,

1

2
, −

𝑖

2
𝜉2)， 

𝑁(𝑎, 𝜉) = 𝜉𝑒
𝑖𝜉2

4 1𝐹1 (
1 + 𝑎𝑖

2
,
3

2
, −

𝑖

2
𝜉2) 

であり， F1 1は合流型超幾何関数である[3]． 

波動関数の接続条件より，透過振幅𝑇と反射振幅𝑅が以

下のように求まる． 

 

T =
𝑎𝐼

𝑎𝑇

4𝑘𝐿e−𝑖(𝑘𝐿𝜉𝐿+𝑘𝑅𝜉𝑅)

(𝑁𝐿
′ − 𝑖𝑘𝐿𝑁𝐿)(𝑀𝑅

′ − 𝑖𝑘𝑅𝑀𝑅) − (𝑀𝐿
′ − 𝑖𝑘𝐿𝑀𝐿)(𝑁𝑅′ − 𝑖𝑘𝑅𝑁𝑅)

 

 

R = 𝑒−2𝑖𝑘𝐿𝜉𝐿
[(𝑀𝐿

′ + 𝑖𝑘𝐿𝑀𝐿)(𝑁′𝑅 − 𝑖𝑘𝑅𝑁𝑅 ) − (𝑁𝐿
′ + 𝑖𝑘𝐿𝑁𝐿)(𝑀𝑅

′ − 𝑖𝑘𝑅 𝑀𝑅)]

(𝑁𝐿
′ − 𝑖𝑘𝐿𝑁𝐿)(𝑀𝑅

′ − 𝑖𝑘𝑅 𝑀𝑅) − (𝑀𝐿
′ − 𝑖𝑘𝐿𝑀𝐿)(𝑁𝑅

′ − 𝑖𝑘𝑅𝑁𝑅 )
 

 

ただし，𝑀𝐿,𝑅 = 𝑀(𝑎, 𝜉𝐿,𝑅)，𝑀′𝐿,𝑅 =
𝑑𝑀(𝑎,𝜉)

𝑑𝜉
|

𝜉=𝜉𝐿,𝑅

であり

𝑁𝐿,𝑅と𝑁′𝐿,𝑅も同様である． 

以上より，フェルミ粒子の透過振幅と反射振幅が求

まった． 

 

４． まとめと今後の課題 

クラインゴルドン方程式とディラック方程式を満た

す(3)式と(8)式により，z成分を分離した後，(4)式の変

換を行えば，調和振動子のエネルギー固有値に類似し

た形の方程式が得られることを見た．また，粒子統計

の違いにより，透過振幅と反射振幅の記述に必要な関

数に違いが生じた． 

今後の課題の１つは，ここで得られた透過振幅を用

いて，[2]の論文に沿って対生成率を求め，Schwingerが

求めた対生成率と比較し，電場の有限サイズの効果を

調べることである． 
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