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Abstract: We study the vacuum polarization energy of a quantum scalar field in the presence of a δ-function background field. The 

Casimir force between parallel plates rederived in the strong coupling limit. 

 

１． 導入 

真空中に平行に置かれた二枚の無帯電状態の極板間

に働くカシミール力𝐹𝐶(𝑎)は，以下で与えられる[1] 

( ℏ = 𝑐 = 1). 

𝐹𝑐(𝑎) =
𝐿2𝜋
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1

𝑎4
(1) 

ここで𝑎は極板間距離，𝐿2は極板面積である． 

本講演では, カシミール力の導出として 2 つの方法

を議論する．１つ目の方法[2]は真空エネルギー𝐸(𝑎)を

用いる方法である．簡単のため質量 0 の自由なスカラ

ー場𝜙(𝑡, 𝒙)を考える．設置した極板に対して境界条件

を課し真空エネルギー𝐸(𝑎)を求め，極板間に働く力

𝐹(𝑎) = −
𝜕𝐸(𝑎)

𝜕𝑎
を導出する．  

二つ目の方法[3]は，背景場𝜎(𝒙)との相互作用を導入

する方法である．質量𝑚のスカラー場𝜙(𝑡, 𝒙)と静的な

背景場𝜎(𝒙)の相互作用を考え，その結合定数をλとする．

 𝑛点有効エネルギーε(n)(𝜎, Λ)を求め，すべてのnについ

てエネルギーを足し上げることで，極板間に働くエネ

ルギー휀(𝜎, Λ)は得られる．ここでΛは紫外発散のカット

オフである．極限λ → ∞,  Λ → ∞をとることで，極板

間に働く力 𝐹(𝑎) = −
𝜕𝜀(𝜎,𝛬)

𝜕𝑎
を導出する． 

以上の 2通りの方法で導出した力は，場𝜙の質量𝑚が

0のときカシミール力（1）式と一致するか確認する．

また２つ目の方法で得られた圧力𝒫(𝜆)の結合定数λの

依存性を見ていく．  

 

２． 真空エネルギーを用いた解析 

次の質量𝑚のラグランジアンℒを考える． 

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜙(𝑡, 𝒙)𝜕𝜇𝜙(𝑡, 𝒙) −

𝑚2

2
𝜙2(𝑡, 𝒙) (2) 

                                                        
1 日大理工・院（前）・物理 
2 日大理工・教員・物理 

カシミール力（1）式との一致をみるために，𝜙の質量

𝑚を 0とする．ハミルトニアン�̂�は 

�̂� = ∑ 𝜔𝐤

𝐤

(�̂�†(𝒌)�̂�(𝒌) +
1

2
) (3) 

ここで𝜔𝐤は以下である． 

𝜔𝐤 = √(
2𝜋

𝐿
)

2

(𝑛𝑥
2 + 𝑛𝑦

2) + (
𝜋

𝑎
)

2

𝑛𝑧
2 (4) 

量子数は 𝑛𝑥 , 𝑛𝑦 = 0, ±1, ±2 ⋯ , 𝑛𝑧 = 1,2,3 ⋯  ，�̂�†(𝒌)は

生成演算子，�̂�(𝒌)は消滅演算子である．また𝐿 ≫ 𝑎とす

る． 

極板は一辺Lの正方形，極板間距離を𝑎として以下の

境界条件を課す．  

                        𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙(𝑡, 𝑥 + 𝐿, 𝑦 + 𝐿, 𝑧)  

          𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑎) = 0 

(3)式に(4)式を代入し真空期待値をとることで真空エ

ネルギー𝐸(𝑎)は 

𝐸(𝑎) =
1

2
∑ 𝜔𝐤

𝐤

(6) 

となる. 𝐸(𝑎)は発散するため正則化する必要がある． 

𝐸(𝑎) = −
1

2
lim

𝜇→+0

d

d𝜇
∑ 𝑒−𝜇𝜔𝐤

𝐤

(7) 

𝜇 > 0は定数である．極板間の真空エネルギー∆𝐸(𝑎)は

𝐸(𝑎)と極板間距離を𝑎 → ∞とした真空エネルギー

𝐸(∞)の差∆𝐸(𝑎) = 𝐸(𝑎) − 𝐸(∞)で与えられる． 

∆𝐸(𝑎) =
𝐿2

4
lim

μ→+0

𝑑

𝑑𝜇

1

𝜇𝑎

𝑒
𝜇𝜋
𝑎

(𝑒
𝜇𝜋
𝑎 − 1)

2
(8) 

電磁場の場合，横波の自由度は２より, 極板間に働

く力の大きさ𝐹(𝑎)は 

𝐹(𝑎) =
𝐿2𝜋2
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𝑎4
(9) 

となり(1)式と一致することが確認できた.  
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３． 背景場を用いた導出 

背景場𝜎(𝒙)と相互作用するスカラー場𝜙(𝑡, 𝒙)として，

以下のラグランジアンℒを考える． 

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜙(𝑡, 𝒙)𝜕𝜇𝜙(𝑡, 𝒙) −

𝑚2

2
𝜙(𝑡, 𝒙)2 (10) 

+ℒint + ℒCT 

                               ℒint =
1

2
𝜆𝜎(𝒙)𝜙2(𝒙, 𝑡) 

ℒCT = 𝑐1𝜎(𝒙) + 𝑐2𝜎(𝒙)2 

とする. ここで𝑚は場の質量, λを結合定数, ℒintを相

互作用ラグランジアン, ℒCTを相殺項とする. ℒから求

まる運動方程式は(𝜕𝜇𝜕𝜇 + 𝑚2)𝜙 = −𝜆𝜎𝜙である．極板

は一辺𝐿の正方形，極板間距離は𝑎であり原点 O から

各々−𝑎，𝑎離れた位置にある．極板は z 軸について対

称に設置しているので，グリーン関数は以下のように

与えられる． 

𝐺(𝑥, 𝑥′) = ∫
𝑑3�̃�

(2𝜋)3
e−𝑖�̃�⋅(𝑥−𝑥′) 

× ∫
𝑑𝑝𝑧

2𝜋

∞

−∞

∑
cos (𝑧𝑝𝑧 +

𝑙𝜋
2

) cos (𝑧′𝑝𝑧 +
𝑙𝜋
2

)

�̃�2 − 𝑝2 − 𝑚2 + 𝑖𝜖
𝑙=0,1

(11) 

�̃�, �̃�, �̃�′は時間成分とx, y成分の 3成分をまとめている. 

𝑝𝑧は z 方向の運動量である．また発散を防ぐために𝑖𝜖

処方を施してある．𝑛点の有効作用𝛤(𝑛)(𝜎)は  

𝛤(𝑛)(𝜎) =
−𝑖𝜆𝑛

2𝑛
∫ 𝑑4𝑥1𝑑4 𝑥2 … 𝑑4𝑥𝑛 

× 𝐺(𝑥1, 𝑥2)𝜎(𝑧2) … 𝐺(𝑥𝑛, 𝑥1)𝜎(𝑧1) (12) 

で与えられる．ここで背景場𝜎(𝒙)の一つの例として，

以下のようなδ関数型を仮定する. 

𝜎(𝑧) = 𝛿(𝑧 − 𝑎) + 𝛿(𝑧 + 𝑎) (13) 

ユークリッド化された有効エネルギー휀(𝑛)は 

휀(𝑛)(𝜎,Λ) = −
1

2𝑛
∫

𝑑3𝑞

(2𝜋)3

Λ

[
−𝜆

2𝜔(𝑞)
]

𝑛

 

× {(1 + 𝑒−2𝜔(𝑞)𝑎)
𝑛

+ (1 − 𝑒−2𝜔(𝑞)𝑎)
𝑛

} (14) 

である. 휀(𝑛)は𝑛 = 1~3では発散するため，カットオフ

Λを導入して有限にする．휀(𝑛)をすべての𝑛について足

し上げれば, 極板間に働くエネルギーε(𝜎, 𝛬)は 

ε(𝜎,Λ) = ∫
𝑑𝜔 𝜔√𝜔2 − 𝑚2

(2𝜋)2

√Λ2+𝑚2

𝑚

 

× ln [1 +
𝜆

𝜔(𝑞)
+

𝜆2

4𝜔2(𝑞)
(1 − 𝑒−4𝜔(𝑞)𝐿)] (15) 

となる．よって極板間に働く圧力𝒫(𝑎)は次のように求

まる． 

 

𝒫(𝜎, Λ) =
𝜆2

8𝜋2
 

× ∫
− √𝜔2 − 𝑚2𝑒−4𝜔(𝑞)𝑎   𝑑𝜔

1 +
𝜆

𝜔(𝑞)
+

𝜆2

4𝜔2(𝑞)
(1 − 𝑒−4𝜔(𝑞)𝑎)

√Λ2+𝑚2

𝑚

(16) 

となる. 極限λ → ∞,  Λ → ∞をとることで 

𝒫(2𝑎) = −
1

2𝜋2
∫ 𝑑𝜔

 𝜔2(𝑞)√𝜔2 − 𝑚2  

(e4𝜔(𝑞)𝑎 + 1)

∞

𝑚

(17) 

となる．カシミール力（1）式との一致をみるために，

𝜙の質量𝑚を 0とする．電磁場の場合，横波の自由度は

２より, 極板間に働く力の大きさ𝐹(𝑑)は𝑑 = 2𝑎で 

𝐹(𝑑) =
𝐿2𝜋2

240

1

𝑑4
(18) 

となり(1)と一致することが確認できた. 

 

４． 圧力𝒫(𝜆)の結合定数𝜆に対する依存性 

 図 1は，極限Λ → ∞，質量𝑚を固定したとき，(19)

式の結合定数𝜆の依存性についてみることができる． 

 

 

Figure 1. The pressure 𝒫(𝜆) versus the finite coupling 

constant λ  

 

５． まとめと今後の展望 

 ここでは，カシミール力の導出について 2 通りの方

法と，結合定数が有限な場合のカシミール力について

紹介した．カシミール力の起源は真空エネルギーでは

なく，ファンデルワールス力であると主張[4]されてい

ることもあり，カシミール力の起源について調べるこ

とが今後の課題の 1つである． 
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