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Abstract : We study analytical mechanics and canonical quantization of the damped harmonic oscillator on the

basis of a modified Bateman Lagrangian.

１．導入

本研究の目的は, 散逸系の簡単な例の一つである減衰

調和振動子の解析力学を考察して, それに基づき量子化

を論じることである. 減衰調和振動子の運動方程式は

mẍ+ γẋ+ kx = 0, 4mk > γ2 (1)

と与えられる. ここで, x = x(t)は質点の座標, mは質

点の質量, γ は減衰係数, k はばね定数である. 式 (1)を

導くあらわに時間に依存しないラグランジアンとして,

Batemanラグランジアン

LB = mẋẏ +
γ

2
(xẏ − ẋy)− kxy (2)

が知られている [1, 2]. ここで, yは xの時間反転に対応

する新たな座標変数である. 式 (2)から, 式 (1)と増幅振

動の運動方程式mÿ − γẏ + ky = 0が導かれる. 従って,

式 (2)は互いに独立な減衰振動と増幅振動を同時に記述

することがわかる. 一方, 式 (2)に基づき量子化を行う

と, 減衰振動の振幅 xと増幅振動の振幅 yの一次結合が

基本的な力学変数となり, 減衰振動の自由度のみを扱う

ことが困難になることが知られている [2, 3].

これを踏まえて, 本研究では Batemanラグランジアン

を修正することで, 減衰振動のみを記述できるあらわに

時間に依存しないラグランジアンを構成し, これに基づ

き, 減衰調和振動子の古典論と量子論を論じる.

２．修正されたBatemanラグランジアンの解析力学

上述の xと y に加えて, 新たに変数 ρ, σ, λを導入す

る. そして, 式 (2)に新たな項を加え, Batemanラグラン

ジアンを次のように修正する:

L = LB − 1

2
(ρσ̇ − ρ̇σ)− γ

2m
ρσ + λ(xρ− yσ). (3)

式 (3)から導かれるEuler-Lagrange方程式を連立させる

と, 減衰振動の運動方程式 (1)と λ = 0, σ̇ + γ
2mσ = 0,

ρ̇− γ
2mρ = 0が得られる. 式 (1)が導かれることから, 式

(3)は減衰振動を記述するラグランジアンであることがわ

かる. 式 (2)の場合とは異なり,式 (3)からは xρ−yσ = 0

が導かれ, 結果として, 減衰振動と増幅振動の自由度が新

たな変数を介して互いに関係する.

式 (3)で記述される系は拘束系となるため, Diracの手

法に従い正準形式を構成する. 正準座標は x, y, ρ, σ, λ

であり, これらに対応する正準運動量は px = mẏ − γ
2 y,

py = mẋ + γ
2x, pρ = 1

2σ, pσ = − 1
2ρ, pλ = 0と得られ

る. 以上の結果を基に, Diracの手法に従うと, 拘束条件

ϕ1 := pρ − 1
2σ ≈ 0, ϕ2 := pσ + 1

2ρ ≈ 0, ϕλ := pλ ≈ 0,

χ := xρ − yσ ≈ 0, ψ := ρpy − σpx ≈ 0, Ω := λ ≈ 0

が導かれる. これらの拘束条件はすべて第２類拘束条

件であるので, Dirac 括弧を定義して拘束条件を処理す

る. このとき, 独立変数を x, px, ρ, σ と選ぶと, Dirac

括弧は {x, px}D = 1
2 , {x, ρ}D = − x

2σ , {x, σ}D = − x
2ρ ,

{px, ρ}D = px

2σ , {px, σ}D = px

2ρ , {ρ, σ}D = 1 となり, 全

ハミルトニアンは

HT =
1

m

σ

ρ
p2x +mω2 ρ

σ
x2 +

γ

2m
ρσ (4)

と求まる. ここで, ω :=
√

k
m − γ2

4m2 である. いま, HT

の正定値性を保証するため, 条件 ρσ > 0を課す. 次に,

新たな正準変数 X :=
√
2x, PX :=

√
2px, θ := 1

2 ln
ρ
σ ,

N := ρσを定義し, 変数変換を行う. このとき, Dirac括

弧は {X,PX}D = 1, {X,N}D = −X, {PX , N}D = PX ,

{θ,N}D = 1 となり, 式 (4)は

HT =
1

2m
e−2θP 2

X +
mω2

2
e2θX2 +

γ

2m
N (5)

と書き換えられる. Dirac括弧と式 (5)を用いると,正準方

程式 Ẋ = 1
me−2θPX− γ

2mX, ˙PX = −mω2e2θX+ γ
2mPX ,

θ̇ = γ
2m , Ṅ = 0が得られ, θとNは θ = γ

2m t+θ0, N = N0

のように定まる. ここで, θ0 とN0 は定数である.

式 (5)の時間微分をとると d
dtHT = 0となり,HTは保存

量であることがわかる. いま,正準方程式を用いて, HTを

X,Ẋ,θ,Nで表す. このとき, HTをHT = E1+E2のよう

に,調和振動子の力学的エネルギーE1 := m
2 Ẋ

2+
mω2

0

2 X2(
ω0 :=

√
k
m

)
とその他の部分

E2 := (e2θ − 1)

(
m

2
Ẋ2 +

mω2
0

2
X2

)
+
γ

2
e2θXẊ +

γ

2m
N (6)

に分ける. 一方で, 式 (1) を X を用いて書いた mẌ +

γẊ + kX = 0に Ẋ を掛けて, 時刻 0から tまで積分を

すると, エネルギー積分が次のように求まる：

E =
m

2
Ẋ2 +

mω2
0

2
X2 +

∫ t

0

γẊ2(s)ds+ C. (7)

ここで, Cは積分定数である. 式 (7)の右辺第 1項と第 2項

の和は調和振動子の力学的エネルギーE1であり, 第 3項
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は発生する熱エネルギーを表す. いま, 式 (7)の熱エネル

ギー部分と式 (6)に, 具体的な解X = Ae−θ sin (ωt+ α)

(Aと αは定数), θ = γ
2m t + θ0, N = N0 を代入すると,

定数項は別として２つの式は一致する. このように, E2

は熱エネルギーを表すことが確かめられる. 以上のこと

から, 全ハミルトニアン HT は調和振動子の力学的エネ

ルギー E1と発生する熱エネルギー E2の和であり, 全エ

ネルギーを表すことがわかる.

３．減衰調和振動子の量子化

正準変数 X, PX , θ, N を演算子 X̂, P̂X , θ̂, N̂ に

置き換え, 上述の Dirac 括弧を交換関係 [X̂, P̂X ] = iℏ,
[X̂, N̂ ] = −iℏX̂, [P̂X , N̂ ] = iℏP̂X , [θ̂, N̂ ] = iℏ に置き換
えることで減衰調和振動子の量子化を行う. 式 (5)から,

ハミルトニアン演算子は次のように定まる:

ĤT =
1

2m
e−2θ̂P̂ 2

X +
mω2

2
e2θ̂X̂2 +

γ

2m
N̂. (8)

また, Heisenberg 方程式は ˙̂
X(t) = 1

me−2θ̂(t)P̂X(t) −
γ
2mX̂(t),

˙̂
PX(t) = −mω2e2θ̂(t)X̂(t) + γ

2m P̂X(t),
˙̂
θ(t) =

γ
2m ,

˙̂
N(t) = 0と得られ, θ̂(t)と N̂(t)が θ̂(t) = γ

2m t+ θ̂0,

N̂(t) = N̂0 と定まる. ここで, θ̂0 と N̂0 は時間に依存し

ない演算子である.

いま, 力学的エネルギー E1 を正準変数で表した後に,

これらの変数を対応する演算子に置き換えてWeyl順序

をとることで, エネルギー演算子

Ê1 :=
1

2m
e−4θ̂(t)P̂ 2

X(t) +

(
mω2

0

2
+
γ2

8m

)
X̂2(t)

− γ

4m
e−2θ̂(t)

{
X̂(t)P̂X(t) + P̂X(t)X̂(t)

}
(9)

を定義する. 次に, 演算子 â(t)と â†(t)を

â(t) :=

√
mω+

2ℏ
Λ∗eθ̂(t)X̂(t) + i

√
1

2ℏmω+
Λe−θ̂(t)P̂X(t), (10a)

â†(t) :=

√
mω+

2ℏ
Λeθ̂(t)X̂(t)− i

√
1

2ℏmω+
Λ∗e−θ̂(t)P̂X(t) (10b)

と定義する. ここで, ω+ :=
√
ω2
0 +

γ2

4m2 , Λ :=

coshφ + i sinhφ であり, coshφ =

√
1
2

(
1 + ω+

ω0

)
,

sinhφ =

√
1
2

(
−1 + ω+

ω0

)
である. また, â(t) と â†(t)

の同時刻交換関係は
[
â(t), â†(t)

]
= 1 となる. いま, 真空

状態 |0, t⟩を

â(t)|0, t⟩ = 0, (11)

θ̂0|0, t⟩ = 0 (12)

で定義し, 規格化条件 ⟨0, t|0, t⟩ = 1を課す. 式 (11)と

交換関係
[
â(t), â†(t)

]
= 1から, â(t)は消滅演算子であ

り, â†(t)は生成演算子であることがわかる. 式 (12)は,

γ = 0の場合にエネルギー固有値が減衰のない調和振動

子のエネルギー固有値に帰着するために要請される. 式

(9)を â(t)と â†(t)で書き換えると

Ê1 = ℏω0e
−2θ̂(t)

{
â†(t)â(t) +

1

2

}
(13)

となる. 次に, Fock基底 |n, t⟩を

|n, t⟩ := 1√
n!

{
â†(t)

}n |0, t⟩, n = 0, 1, 2, · · · (14)

のように定義する. 式 (11)∼(14)と, â(t)と â†(t)の交換

関係から, Ê1 の固有値が

E1,n(t) = ℏω0e
− γ

m t

(
n+

1

2

)
(15)

と求まる. 式 (15)は通常の調和振動子のエネルギー固有

値に, 時間経過と共に減衰する係数 e−
γ
m t を掛けたもの

である. また, 式 (15)に付随した固有関数は

ϕn(X, t) = fnHn

(√
mω0

ℏ
e

γ
2m tX

)
× exp

[ γ

4m
t− m

2ℏ

(
ω0 − i

γ

2m

)
e

γ
m tX2

]
(16)

のように求まる. ここで, ϕn(X, t) := ⟨X|e− i
ℏ ĤTt|n, t⟩で

あり, fnは規格化定数, HnはHermite多項式である. 式

(16)は規格化条件
∫∞
−∞ |ϕn(X, t)|2dX = 1 を満たす. 特

に, 基底状態の固有関数 ϕ0 の絶対値二乗は

|ϕ0(X, t)|2 =

√
mω0

πℏ
exp

[ γ

2m
t− mω0

ℏ
e

γ
m tX2

]
(17)

である. 式 (17)は t → ∞の極限で, 原点 X = 0では無

限大になり, 原点以外 X ̸= 0では 0になる. 従って, 式

(17)は, 初期時刻 t = 0でガウス関数であり, 時間経過と

共にデルタ関数に近づく.

４．まとめと今後の課題

本研究では, 修正された Batemanラグランジアン (3)

を提案し, それに基づき, 減衰調和振動子の古典論と量子

論を論じた. このラグランジアンを採用することで, 減衰

振動と増幅振動の自由度が互いに関係して, 本質的に減

衰振動のみを記述することができた. また, このラグラ

ンジアンから, 時間に依らない全ハミルトニアン HT を

求め, それを力学的エネルギー E1 と発生する熱エネル

ギー E2に分解することができた. さらに, 量子論におい

て, エネルギー演算子 Ê1 に関する固有値問題を解いた.

その結果, 時間経過と共に減衰する固有値 (15)が得られ,

基底状態の固有関数の絶対値二乗は, 時間経過と共にデ

ルタ関数に近づくことがわかった. 今後の課題として, 量

子状態の時間発展をより詳細に論じることが挙げられる.
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