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Abstract

It is well-known that the transcendence of the number e implies the irrationality of e. On the other hand, the
irrationality of e follows without assuming the transcendence. For proving the irrationality, there is a fundamental
method so-called Padé approximation. In this talk, we introduce how to prove the irrationality of e and also the
fact that e does not belong to any quadratic number field, by means of Padé approximation.

1 The irrationality of e

実数 aが有理数体Qに属さないとき，aは無理数である
という．例えば

√
5が無理数である事実の証明を復習し

よう．まず
√
5 ∈ Qと仮定し，

√
5 = p

q（ただし p, qは互
いに素な整数）とおき，その両辺を 2乗して矛盾を導く
という背理法に依る．5q2 = p2 から p2 が 5の倍数つま
り pが 5の倍数であることが従い，これより qも 5の倍
数であることがわかり，gcd(p, q) = 1に矛盾するという
論法である．即ち

√
5が X2 = 5の根であることを無理

数性の証明に用いている．
ところが e = lim

n→∞
(1 + 1/n)nで定められる Napierの

数 eには，このように拠り所となる多項式型の方程式が
無い．それは eが超越数つまり有理数係数の一変数多項式
の根に決してならないような数であることが知られてい
るために当然なのであるが，そのような数の場合は，無理
数性の証明を与えるために Padé近似もしくは Hermite-
Padé近似と称される手法が有効である．本稿では Padé
近似の紹介を目的として，まず e は無理数であること，
次いで eが 2次の代数的数にならないことを証明する．

Proposition 1
eは無理数である．

Proof
e ∈ Qと仮定する．e = p

q とおくと (p, q ∈ Z, q > 0)，qe

は整数である.従って q ≤ N ∈ Zに対しN ! eも整数であ

る．指数関数の Taylor展開 ex =
∑
n≥0

xn

n!
の式において

e =

N∑
n=0

1

n!
+

∑
k≥1

1

(N + k)!

であるから，両辺にN !をかけることで次の式を得る；

N ! e−
N∑

n=0

N !

n!
=

∑
k≥1

N !

(N + k)!
. (1)

ここで (1)の左辺は整数である．また (1)の右辺は正数
の和であり，特に 0にはならない．従ってこの (1)の左
辺はどのN に対しても 1以上である．一方，
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(N + k)!

N !k!
=

(N + k)× (N + k − 1)× · · · × (N + 1)

k!

=

(
N

k
+ 1

)
×
(

N

k − 1
+ 1

)
× · · · × (N + 1)

≥
(
N

k
+ 1

)k

=

(
N

k

)k

+ k ·
(
N

k

)k−1

+ · · ·+ k · N
k

+ 1

≥ N + 1

∴
∑
k≥1

N !

(N + k)!
≤ 1

N + 1

∑
k≥1

1

k!

=
e− 1

N + 1
→ 0 (N → ∞)

これは (1)の左辺が 1以上であることに矛盾する．
従って eは無理数である． □

2 The number e is not quadratic

まず以下の命題を考えよう．

Proposition 2
m ≥ 1,m ∈ Zに対して e

1
m は無理数である．

Proof

e
1
m ∈ Qと仮定し，e

1
m = p

q とおく．このとき
(
e

1
m

)m

=(
p
q

)m

∈ Qだが，eは無理数であるので矛盾． □

一方，e2もまた無理数である証明は，これほどは簡単で
はない (cf. [3])．以下，1840年に J. Liouville [2]によっ
て与えられた証明を紹介しよう（cf. Ch. Hermite“ces
travaux de l’illustre géomètre”)．
Definition
Q上 2次の拡大体を F で記す．aが F\Qの元であると
き，aは quadraticであるという．

eがquadraticとは，ae2+be+c = 0, Z3 ∋ (a, b, c), a ̸= 0
を満たすことになるので，これを仮定して矛盾が従えば
eが quadraticではないことが示せる．つまり e2も無理
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数である．しかしこの証明に命題 1と全く同じ手法は適
用できない．実際，eが quadraticであると仮定して

a

 N∑
n=0

2n

n!
+

∑
k≥0

2N+1+k

(N + 1 + k)!


+ b

 N∑
n=0

1

n!
+

∑
k≥0

1

(N + 1 + k)!

+ c = 0

の両辺にN !をかけると

cN ! +

N∑
n=0

(2na+ b)
N !

n!

= −
∑
k≥0

(2N+1+ka+ b)
N !

(N + 1 + k)!
(2)

が得られるが，この (2)の左辺は整数になっても (2)の
右辺はN → ∞のときに 0に収束しない．しかしこの代
わりに次のようにすると証明が可能になる．

Proposition 3
eは quadraticでない．

Proof
e ∈ F と仮定して，quadraticの関係式の両辺に e−1 を
かけて ae + b + ce−1 = 0（Z3 ∋ (a, b, c), a ̸= 0）と記す．
このとき

a

 N∑
n=0

1

n!
+

∑
k≥0

1

(N + 1 + k)!

+ b

+ c

 N∑
n=0

(−1)n

n!
+

∑
k≥0

(−1)N+1+k

(N + 1 + k)!

 = 0

の両辺にN !をかけることで次の式を得る：

bN ! +

N∑
n=0

(a+ (−1)nc)
N !

n!

=−
∑
k≥0

(a+ (−1)N+1+kc)
N !

(N + 1 + k)!
. (3)

Step 1「式 (3)の左辺は整数」を示す

bN !と
N∑

n=0

(a+ (−1)nc)
N !

n!
はともに整数より従う． □

Step 2「式 (3)の右辺→ 0 (N → ∞)」を示す

∑
k≥0

N !

(N + 1 + k)!

=
1

N + 1
+

1

(N + 1)(N + 2)
+

1

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

+
1

(N + 1)(N + 2)(N + 3)(N + 4)
+ · · ·

≤ 1

N + 1
+

1

(N + 1)(N + 2)
+

1

(N + 2)(N + 3)
+ · · ·

=
1

N + 1
+ lim

K→∞

K∑
k=1

(
1

N + k
− 1

N + k + 1

)
=

1

N + 1
+ lim

K→∞

(
1

N + 1
− 1

N +K + 1

)
→ 0 (N → ∞). □

以下，N は十分大きいとする．
Step 3「式 (3)の右辺は 0に等しい」を示す

(3)の左辺は整数で，右辺が 0に近づくことより従う． □∑
k≥0

(a+(−1)N+1+kc)
N !

(N + 1 + k)!
= AN +BN + CN ,

AN = (a− (−1)Nc)
1

N + 1

BN = (a+ (−1)Nc)
1

(N + 1)(N + 2)

CN =
∑
k≥2

(a+ (−1)N+1+kc)
N !

(N + 1 + k)!

と置く．
Step 4「AN = BN = CN = 0」を示す
Step 3は「AN +BN +CN = 0」を示している．N → ∞
のとき AN → 0は明らかであるが，加えて

(N + 1)BN = (a+ (−1)Nc)
1

N + 2
→ 0

(N + 1)(N + 2)CN =
∑
k≥2

(a+ (−1)N+1+kc)
(N + 2)!

(N + 1 + k)!

→ 0 (Step 2と同様の議論による)

が得られる．ここで，AN +BN +CN = 0の両辺に対し
(N + 1)(N + 2)を乗じると

(N + 1)(N + 2)AN + (N + 1)(N + 2)BN

+ (N + 1)(N + 2)CN = 0

であるが，今 (N +1)(N +2)AN , (N +1)(N +2)BN は
整数であるので (N + 1)(N + 2)CN もまた整数であるこ
とが従う．ここで (N +1)(N +2)CN はN → ∞で 0に
近づくので (N +1)(N +2)CN = 0となり，CN = 0を得
る．このときAN +BN = 0となる．再びAN +BN = 0
の両辺にN + 1をかけて

(N + 1)AN + (N + 1)BN = 0 .

(N+1)AN は整数であるので (N+1)BN もまた整数であ
る．(N+1)BNはN → ∞で0に近づくので (N+1)BN =
0となり，BN = 0を得る．∴ AN = 0を得る．以上か
ら，十分大きなN に対し，3項 AN , BN , CN の各々が 0
になることが分かり，a − (−1)Nc = 0, a + (−1)Nc = 0
となる．∴ a = c = 0，従って b = 0となり矛盾． □
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