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Abstract: We give a survey on two topics: Diophantine geometry and especially on Vojta’s conjecture controlling arithmetic

via geometry, and arithmetic dynamics and especially on integral points in orbits.

これまで，ディオファントス幾何と呼ばれる分野の大予

想である Vojta予想と，自己写像により点がどう動いてい

くかを数論的に分析する分野である数論的力学系に取り

組んできている．以下，それぞれの分野を紹介し研究成果

を述べる．本稿・本講演では分かりやすさを重視し，多少

正確さを失ったとしても専門用語をなるべく避けること

で，これらの分野に興味を持って頂ければ幸いである．

1. Vojta予想

ディオファントス幾何では，多変数方程式の整数解や有

理数解を，幾何学的な特徴づけから分析する．例えば：

定理 1 (Faltings). 方程式の複素数解が，穴の個数を 2つ

以上もつ曲面を描くならば，その方程式の (本質的に異な

る)有理数解は有限個である．

「穴の個数」というのは正式には種数と呼ばれる．こ

の定理では，「穴の数」という幾何が「方程式の有理数解」

という数論を制御しており，ディオファントス幾何の哲学

を見事に体現している．例えば，axn + byn = cznの場合

(a, b, cは定数)，n ≥ 4で種数は 2以上となるので，本質

的に異なる (この場合は，(x, y, z)を同一の数で掛けたも

のは「同じ」とする)有理数解は有限個しかないと分かる．

もちろん，a = b = c = 1の場合はフェルマーの最終定理

により「解が全くない」わけだが，係数を設けても解の有

限性は必ず言えるところがこの定理の威力である．

Faltingsの定理の自然な高次元化は，次の予想である．

予想 2 (Bombieri–Lang). 代数多様体 X の標準因子 K が

豊富ならば，XのQ有理点はあまりない (次元が小さい)．

ここで，代数多様体とは複数の多変数方程式の共通解

のことで，標準因子とは X の微分形式から作られる，1

次元分の情報量をもったものである．複素数解が曲面を描

く場合は，標準因子の豊富性と，種数が 2以上であるこ

とが同値なので，Faltingsの定理となる．予想 2は，ほぼ

全面的に未解決である．次元が高いときは，「1次元分の情

報でこんな数論的なことが決まるわけがない！」とこの予

想に懐疑的な方もいる．
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この Bombieri–Lang予想もほんの一部に含んでしまう

ほど壮大なものが，次の Vojta予想である．

予想 3 (Vojta主予想). X を代数多様体，Dをその閉部分

多様体，S を素数の有限集合とする．このとき，任意の

ϵ > 0に対して，X 全体ではない閉部分多様体 Zϵ が存在

し，Zϵ に入らないようなX の有理点 P に対して ∑
p:素数

λp(D,P )

+ hK(P ) < ϵh(P ).

ここで，λp(D,P )は P とDの距離が pで割り切れるほ

ど大きくなるような数論的なものであり，hK は標準因子

に関する高さ関数で幾何学的なものである (例えば K が

豊富ならば hK は正値関数)．Faltingsの定理から比べると

わかりにくいが，「幾何が数論を制御する」という哲学を定

量化している．Dとして空集合をとった場合が Bombieri–

Lang予想を含んでいることから，Bombieri–Lang予想に

因子への近似情報を足したもの，と捉えることもできる．

Vojta予想に関しては，大学院時代から主に射影平面の

ブローアップにおいて研究してきている．ブローアップと

は，代数多様体の特異点解消にも使われるもので，元々点

だったところを一部「爆発」させてそこに直線や平面など

を足すことである．より正確には，その点での接空間の方

向ベクトルの集合を足す． [5]では，射影平面からブロー

アップを繰り返した空間で，三角形から派生するものをD

とおいた場合の Vojta予想を考察し，あるブローアップの

やり方だと Vojta予想が証明できること，別のブローアッ

プのやり方だと abc予想を仮定すれば Vojta予想を証明で

きることを示した．この帰結として，次のような形の最大

公約数に関する不等式も導ける：

GCD(x− 1, y) ·
∏
p/∈S

n∏
i=1

GCD+
p

(
(x− 1)bi

yai
,

yci

(x− 1)di

)
< C ·max(|x|, |y|)ϵ · |xy|′S .

ここで，| · |′S とは整数の因数分解のうち S に入ってない

素数の部分の積である．
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Vojta予想そのものの解決ではないが関連する研究とし

ては，Aaron Levin氏 (ミシガン州立大)との共同研究 [1]

がある．この論文では，Bombieri–Lang予想の因子付き版

ともいえる「D に対する整数点の少なさ」について特殊

な場合で証明した．また，近年McKinnon–Roth [2]やRu–

Vojtaにより導入されたNevanlinna不変量の概念を用いて，

GCDが小さいと証明できる場合の一般論を Julie Wang氏

(台湾中央研究院)との共同研究で構築中である．

2. 数論的力学系

数論的力学系とは，空間Xとその上の自己写像ϕ : X →
X を固定して，多重合成 ϕ◦n = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸

n 個

の漸近的かつ

数論的性質を調べる分野である．特に点 P がどのように

動いていくかを記録する軌道

Oϕ(P ) = {P, ϕ(P ), ϕ(ϕ(P )), ϕ◦3(P ), . . .}

の数論的性質が重要な研究対象となる．

軌道と，群構造を持つ代数多様体であるアーベル多様

体の間には，

軌道 P

ϕ..
ϕ(P )

ϕ ..
ϕ◦2(P )

ϕ --
ϕ◦3(P )

ϕ
))
· · ·

abel多様体 O
+P

66 P
+P

44 2P
+P

44 3P
+P

55 · · ·

という形式的類似があるため，アーベル多様体 (1次元の

場合は楕円曲線)で成り立つ定理を軌道上で考えてみるこ

とが自然な問題となる．例えば，Q上定義できる周期点
の一様有界性，多重合成による逆像からなる木に関するガ

ロア表現，軌道と部分多様体との共通部分などが考察され

ており，これらに関してはサーベイ [6] にまとめてある．

この分野においては主に，軌道上の整数点の問題につ

いて研究してきている．基本となるのが次の定理である．

定理 4 (Silverman). ϕを Q係数の有理関数とし，分母か
分子の次数は 2以上とする．このとき，ϕ◦2が多項式でな

い限り，どの P ∈ Qに対しても，Oϕ(P ) ∩ Zは有限集合
となる．

ϕ◦m(x)が整数係数の多項式だとしたら，その合成であ

る ϕ◦km(x)も整数係数の多項式となるので，P を整数と

すれば，Oϕ(P )∩Zは無限集合となる (軌道が無限集合な

ら)．したがって，この Silvermanの定理の条件は自然で

ある．ちなみに，Riemann–Hurwitzの公式により，ある自

然数mに関して ϕ◦mが多項式になるならば ϕ◦2がすでに

多項式であることを示せる．Silvermanの定理の証明では

この Riemann–Hurwitzの公式と Siegelによるディオファ

ントス近似の定理が使われている．

この定理の高次元化を試みようとすると，様々な問題が

生じる．有理関数を Q ∪ {∞}，つまり射影直線上の自己

写像として考えると，ϕ(x)が多項式であること (つまり分

母に xがないこと)と ϕ−1({∞})が∞一点のみからなる
ことが同値であることがすぐ分かる．そこで，逆像に分岐

があることを条件にすることが高次元でも自然にはなる．

一方，分岐軌跡は補次元 1なので，2次元以上の空間の自

己写像の分岐軌跡は 1次元以上となってしまい，自己交

叉するかもしれないし特異点をもつかもしれない (空間が

1次元のときは分岐軌跡は 0次元なので，バラバラの点と

して別々に考えられる)．このような幾何学的な複雑さの

ほかに，数論的にも高次元では複雑で，Siegelの定理やそ

の強力化である Rothの定理の高次元における最も自然な

一般化はいまだ知られていない．強いていうならば，1節

の Vojta予想が自然な一般化である．

[3] において，「ϕ−1(E) = E を満たすような真の部分多

様体 Eがなければ，Oϕ(P )と整数点の共通部分はあまり

ない」という予想を立て，射影平面上の写像の場合は [1]

で条件付きに解決した．また，3次元以上の射影空間上の

写像に関しては，Vojta予想を仮定することで軌道上の整

数点の少なさを言及できる十分条件を見出した [4]．しか

し，まだまだ必要条件からは程遠い上，Vojta予想が解決

しているような状況 (例えば Schmidtの部分空間定理と呼

ばれる定理が使える状況)でしか無条件の結果ではないの

で，アーベル多様体と軌道の類似が本当に成り立っている

のかを確認する上でもより一層の研究が必要である．
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