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Abstract:The purpose of this paper is to investigate a connection between the traditional analytical model of P-Δ effect which is applied 

shear multi-layer ramen frame column and the analytical model of P-Δ effect of isolation members as represented by rubber bearing. 

 

１． はじめに 

ラーメン架構に免震支承を挿入すると，免震層には

大きな水平変形が生じ上部構造と下部構造の軸力の作

用線にズレが生じる．この作用線のズレ Δ と軸力 P に

より，P-Δ 効果が発生する．この効果が免震建物にどの

ような影響を及ぼすかを把握し，設計上の取り扱いに

ついて検討していく必要がある． 

本研究では，従来のせん断型多層ラーメン架構柱に

適用されている P-Δ 効果の解析モデルと，積層ゴム支

承で代表される免震部材の P-Δ 効果のモデルとの関連

性を調べることを目的とする． 

２． ラーメン架構柱の P-Δ 効果 

Fig.1(a)に示すような両端の回転角を拘束した柱単

体の頂部にせん断力 Q と鉛直力 P を作用させた場合の

P-Δ 効果を考慮した柱単体の水平剛性𝐾𝐻は(1)式のよう

に表せる． 

𝐾𝐻 =
12𝐸𝐼

𝐻3 −
𝑃

𝐻
 (1) 

ここに，E :ヤング係数，I :断面二次モーメント，H :

高さである． 

𝐾𝐻=0 から，限界鉛直荷重𝑃𝑐𝑟が次式のように得られる． 

 𝑃𝑐𝑟 =
12𝐸𝐼

𝐻2  (2) 

 (2)式の限界鉛直荷重𝑃𝑐𝑟は Fig.1(a)の両端の回転が拘

束された柱単体のオイラー座屈荷重𝑃𝑘 = 𝜋2 𝐸𝐼 𝐻2⁄ =

9.87 𝐸𝐼 𝐻2⁄ の近似値である［１］． 

３． せん断変形を考慮したラーメン架構柱の P-Δ 効果 

免震支承に対する P-Δ 効果を表現するために，(1)式

と(2)式に部材のせん断変形の影響を考慮する.Fig1.(b)

にせん断剛性𝐺𝐴 𝐻⁄ を考慮した柱部材の P-Δ 効果を含

む力学モデルを示す． 

ここで，回転バネの剛性𝐾𝜃 ,せん断バネの剛性 𝐾𝑄は(3)

式のように表せる． 

ここに，G :せん断弾性係数，A :断面積である． 

この力学モデルから,全体変形 Δ が次式となる． 

(4)式より Q とΔの関係式を求めると,水平剛性𝐾𝐻は

(5)式のように得られる． 

𝐾𝐻=0 から,限界鉛直荷重𝑃𝑐𝑟が(6)式のように得られる． 

１：日大理工・院(前)・海建 ２：日大理工・教員・海建 ３：日大・名誉教授 

𝐾𝜃 =
6𝐸𝐼

𝐻
          𝐾𝑄 =

𝐺𝐴

𝐻
 (3) 

Δ = Δ𝑒 + Δ𝑝Δ 

  = {
𝑄𝐻3

12𝐸𝐼
+

𝑄𝐻

𝐺𝐴
} + {

𝑃𝐻2

12𝐸𝐼
Δ +

𝑃

𝐺𝐴

𝐻3

12𝐸𝐼
𝑄 +

𝑃2

𝐺𝐴

𝐻2

12𝐸𝐼
Δ} 

 (4) 

𝐾𝐻 =
1

(
𝐻3

12𝐸𝐼
+

𝐻
𝐺𝐴

+
𝑃

𝐺𝐴
𝐻3

12𝐸𝐼
)

{1 − (
𝑃𝐻2

12𝐸𝐼
+

𝑃2𝐻2

12𝐺𝐴𝐸𝐼
)} 

 (5) 

Fig.1 P-Δ Effect of Ramen Frame Column and Base Isolation System 

(a) Column of Ramen Frame 

H 

P 

Q 

Δ 

Base Seismic isolation Mid-story Seismic Isolation 

H 

P 

Q 

Δ 

(c)Seismic Isolation Devices (b)Dynamic Model 

Q 

P P 

θ 

θ 

Δ 

M 

M 

H 

Kθ 

Kθ 

KQ 

令和元年度　日本大学理工学部　学術講演会予稿集

 48

B-17



𝑃𝑐𝑟 =

−
𝐻2

12𝐸𝐼
± √(

𝐻2

12𝐸𝐼
)

2

+ 4
𝐻2

12𝐺𝐴𝐸𝐼

2𝐻2

12𝐺𝐴𝐸𝐼

 
(6) 

４． Haringx の弾性理論による柱状弾性体の水平剛性𝐾𝐻並

びに限界鉛直荷重𝑃𝑐𝑟 (座屈荷重𝑃𝑘)
［2］［3］［4］ 

Fig.1(c)に示すような積層ゴム支承の構造モデルと

しては，古典的な弾性理論に基づく Haringx 理論が採用

されている．ここでは𝐾𝐻と𝑃𝑐𝑟は次式で表されている． 

𝐾𝐻 =
𝑃2

2𝑘𝑏𝑞 tan (
𝑞𝐻
2

) − 𝑃𝐻
 (7) 

𝑃𝑐𝑟(𝑃𝑘) =
1

2
𝑘𝑠 (√1 +

4𝜋2

𝐻2

𝑘𝑏

𝑘𝑠
− 1) (8) 

q = √
𝑃

𝑘𝑏
(1 +

𝑃

𝑘𝑠
) (9) 

𝑘𝑏 = 𝐸𝑟𝑏𝐼
𝐻

𝐻𝑟
       𝑘𝑠 = 𝐺𝐴𝑟

𝐻

𝐻𝑟
 (10) 

𝐸𝑟𝑏 =
1

1
𝐸𝑏

+
1

3𝐺(1 + 2 3⁄ ∙ 𝜅 ∙ 𝑆1
2)

 
(11) 

ここに，𝑘𝑏:有効曲げ剛性，𝑘𝑠:有効せん断剛性，𝐸𝑟𝑏:

補正された曲げ弾性係数，𝐴𝑟:断面積，𝐸𝑏:体積弾性係数，

κ:補正係数，𝑆1:積層ゴム支承の一次形状係数である． 

有効曲げ剛性𝑘𝑏，有効せん断剛性𝑘𝑠は，各剛性に積層

ゴム高さHとゴムのみの高さ𝐻𝑟の割合を，元の剛性に

乗じることで表している．なお，(7)式を用いて，P=0 の

ときの水平剛性𝐾𝐻0を求めると不定である．したがって，

tan(𝑞𝐻 2⁄ ) ≅ 𝑞𝐻 2⁄ とすると，P=0 のときの水平剛性

𝐾𝐻0が次式のように得られる． 

𝐾𝐻0 =
𝑘𝑠

𝐻
 (12) 

５． ラーメン架構におけるP-Δ効果とHaringx理論の違い 

単体の鉄骨柱部材と天然ゴム系積層ゴム支承に 3 章

と 4 章で示した各式を適用して𝐾𝐻，𝑃𝑐𝑟を算出する． 

代入する部材の寸法を以下に示す．鉄骨柱部材は断

面が 100 mm×100 mm の角柱(断面積 A=1×104 mm2)，高

さ H=5000 mm とする．天然ゴム系積層ゴム支承は，ゴ

ム外径𝑑0=1000 mm(断面積𝐴𝑟=7.9×105 mm2)，ゴム総厚

さ𝐻𝑟=201 mm，ゴム一層厚さ 6.7 mm，全高さ H=328.6 

mm，せん断弾性係数 G=0.392 N/mm2，体積弾性係数

𝐸𝑏=1200 N/mm2，補正係数κ=0.85 とする． 

鉄骨柱部材に対する算定結果を Fig.2(a)に，天然ゴム

系積層ゴム支承に対する算定結果を Fig.2(b)に示す．

Fig.2(a)より，限界鉛直荷重𝑃𝑐𝑟=8.2×105 kN とオイラー

座屈荷重𝑃𝑘=6.7×105 kN の値の比が，8.2 : 6.7(=1.22 :1)

である．(2)式から得られる限界鉛直荷重𝑃𝑐𝑟と，オイラ

ー座屈荷重𝑃𝑘の比が，12 : 9.87(=1.22 :1)であり，ほぼ一

致することがわかった．また，Fig.2(b)の結果から積層

ゴム支承のような，せん断変形が支配的な部材に対し

ては，(5)式で示された簡便な剛性評価式が Haringx 理

論の精解値とほぼ一致する． 

６． まとめ 

本検討で得られた知見を以下に示す． 

従来，数多くの研究成果が得られているせん断型多

層ラーメン架構の P-Δ 効果の解析モデルと同様な手法

が免震部材にも適用可能であることがわかった． 
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Equation (6) 𝜎𝑐𝑟 = 82 

Equation (8) 𝜎𝑘 = 67 

(b)Natural Ruminated Rubber Bearing 
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Fig.2 Horizontal Rigidity and Vertical Load 
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