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Abstract : We construct a conformally invariant gauge-fixing term and study the canonical formalism of the Maxwell

theory with this gauge-fixing term.

１．導入
本研究の目的は,共形変換のもとで不変なゲージ固定項
を構成し，それを含むラグランジアンに基づきMaxwell

理論の正準形式を論じることである．共形変換とは，ス
ケール因子を除き計量を不変に保つ変換であり，世界間
隔 d2sに対して

d2s → d2s′ = φ(x)d2s (1)

で定義される．ここで，φ(x)(> 0)はスケール因子であ
る．本研究では，４次元Minkowski時空上での共形変換
を考える．この変換は並進変換，Lorentz変換，スケー
ル変換，特殊共形変換から成り，座標 xµ (µ = 0, 1, 2, 3)

の無限小変換は

x′µ = xµ + aµ + ωµ
νx

ν + bxµ + 2βνxνx
µ − βµxνxν

(2)

で与えられる．ここで，aµ, ωµ
ν(= −ων

µ), b, βµ は共
形変換の 15個のパラメータである．
電磁場のゲージポテンシャル Aµ = Aµ(x)の共形変換
は Lie微分の形で

δcAµ = fν∂νAµ +Aν∂µf
ν (3)

と与えられる．ただし，fµ := aµ + ωµ
νx

ν + bxµ +

2βνxνx
µ − βµxνxν である．式 (3) を用いることで

Maxwell 作用 SM = −
∫

1
4FµνF

µνd4x は共形不変であ
ることがわかる．従って，古典電磁気学であるMaxwell

理論は共形不変な理論である．一方，作用 SM はゲージ
変換のもとで不変であり，量子化を行う際にはこの自由
度を固定する操作（ゲージ固定）が必要になる．従来の
多くの議論ではゲージ固定条件として Lorenzゲージな
どの共形不変でないものが用いられてきた．しかし，こ
れは本来Maxwell理論がもっている共形不変性を損なう
ことになる．
本研究では，共形不変性を保つようなゲージ固定条件を
考察する．このような条件としてBayen-Flato-Eastwood-

Singer (BFES)ゲージ [1, 2]が知られているが，これを
共形不変性を保ちながらMaxwellラグランジアンに付加
することは困難である．そこで，新たなゲージ固定条件

として非線形ゲージ [3, 4]を採用する．この条件はある
状況において，共形不変性を保ちながらMaxwellラグラ
ンジアンに付加することができる．本研究では，これら
のことを論じるとともにMaxwell理論の正準形式を構成
し，量子化を試みる．
２．共形不変なゲージ固定項の構成
まず，共形不変なゲージ固定条件として知られるBFES

ゲージ

□∂µAµ = 0 (4)

に注目する [1, 2]．式 (3)の変換性とマクスウェル方程式
∂µFµν = 0を用いることで BFESゲージ固定条件は共形
不変であることがわかる．
式 (4)を与えるゲージ固定項をMaxwellラグランジア
ンに付け加え，ラグランジアン LBFES を

LBFES := −1

4
FµνF

µν +B□∂µAµ (5)

と定義する．ここで，B = B(x)は中西-Lautrup場であ
り，式 (5)においてBは無次元量なので，その共形変換は

δcB = fν∂νB (6)

と与えられる．式 (5)から Euler-Lagrange方程式として

∂µFµν − ∂ν□B = 0, □∂µAµ = 0 (7)

が得られる．式 (3)と (6)を用いて式 (5)の共形変換を
考察すると，

∫
B□∂µAµd

4xは共形不変にならないこと
がわかる．よって，別のゲージ固定条件を考える必要が
ある．
このような状況に鑑みて，ゲージ固定条件として非線
形ゲージ

AµA
µ = λ (8)

を考える [3, 4]．ここで λは任意の実定数である．式 (8)

の共形変換を考えると，λ = 0の場合のみ式 (8)が不変
になることがわかる．従って，BFESゲージの代わりに
ゲージ固定条件

AµA
µ = 0 (9)

を採用する．
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式 (9)を与えるゲージ固定項をMaxwellラグランジア
ンに付け加え，ラグランジアン LDN を

LDN := −1

4
FµνF

µν +
1

2
BAµA

µ (10)

と定義する．ここで，B = B(x)は質量次元 2をもち，そ
の共形変換は

δcB = fν∂νB +
1

2
B∂νf

ν (11)

と与えられる．式 (10)からEuler-Lagrange方程式として

∂µFµν +BAν = 0, AµA
µ = 0 (12)

が得られる．式 (3)と (11)を用いることで
∫

1
2BAµA

µd4x

は共形不変であることが確認できる．以上のように，共
形不変なゲージ固定項が得られた．
３．正準形式
式 (10)で定められる理論の正準形式を考察する．この
理論では拘束条件が導かれるため，Diracの手法に従い
正準形式を構成する．今考えている理論で正準座標は場
Aµ, B であり，それらに対応する共役運動量は

Πµ :=
∂LDN

∂(∂0Aµ)
= Fµ0, ΠB :=

∂LDN

∂(∂0B)
= 0 (13)

である．これより第１次拘束条件

ϕ1 := Π0 = 0, ϕ2 := ΠB = 0 (14)

が得られる．場Aµ, Bと共役運動量Πµ,ΠBとのPoisson

括弧は

{Πµ(t,x), Aν(t,y)} = −δµνδ
3(x− y),

{ΠB(t,x), B(t,y)} = −δ3(x− y)
(15)

であり，拘束条件 (14)との間に矛盾が生じる. そのため，
拘束条件 (14)は Poisson括弧の外でのみ有効であると考
える．このとき，Π0 = 0, ΠB = 0は弱い等号 ≈を用い
て Π0 ≈ 0, ΠB ≈ 0と表す．また，正準ハミルトニアン
密度Hは式 (10)の Legendre変換により

H =
1

2
ΠiΠi +

1

4
FijFij +A0∂iΠi −

1

2
BAµA

µ (16)

(i, j = 1, 2, 3)と導出され，全ハミルトニアンHT は La-

grange未定乗数 u1, u2 を用いて

HT =

∫
d3x [H(x) + u1(x)ϕ1(x) + u2(x)ϕ2(x)] (17)

と定義される．拘束条件 (14)は任意の時刻で成立する必
要がある．従って，この条件の時間発展として第２次拘
束条件

ϕ3 := −∂iΠi +BA0 ≈ 0, ϕ4 :=
1

2
AµA

µ ≈ 0 (18)

が導かれる．さらに，拘束条件 (18)の時間発展から La-

grange未定乗数 u1, u2 が

u1 =
Ai

A0
(Πi − ∂iA0)

u2 = − 1

A0

{
AiB

A0
(Πi − ∂iA0) + ∂i(AiB)

} (19)

と定まる．
量子化の準備として，拘束条件 (14)と (18)からDirac

括弧を次のように定義する．

{X(x), Y (y)}D = {X(x), Y (y)}

−
∫

d3zd3u{X(x), ϕa(z)}C−1
ab (z, u){ϕb(u), Y (y)}

(20)

(a, b = 1, 2, 3, 4). ここで，Cab(x, y) = {ϕa(x), ϕb(y)}で
ある．Dirac括弧を用いる限り拘束条件は括弧内でも有
効である．また，全ハミルトニアンHT は

HT =

∫
d3x

[
1

2
ΠiΠi +

1

4
FijFij ± ∂iΠi

√
AjAj

]
(21)

となる．

４．まとめと今後の課題
本研究では, 共形不変なゲージ固定項を構成すること
ができた．また，それを含むラグランジアンをもとに
Maxwell理論の正準形式を構成し，量子化の準備を行っ
た．より具体的には，Dirac括弧 (20)を定義し，全ハミ
ルトニアン (21)を導いた．
今後の課題として，この理論が持つ共形対称性を反映
したNoetherカレントを導出することが挙げられる．ま
た，量子化したのちにNoether電荷間の交換関係を調べ，
量子論の段階での共形対称性を確認することも課題であ
る．さらに，ラグランジアン (10)に相互作用項を加えた
場合を考察する必要がある．一方，ゲージ固定条件 (9)

を解くと Aµ はスピノル添字を用いて

Aµ → Aαα̇ = ĀαAα̇ (22)

(α = 1, 2)と書き表すことができる．これを用いて新た
な定式化を探ることも興味深い課題である．
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