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Abstract

Let n be a positive integer. In 1958, A. Schinzel proved the existence of a circle in R2 which has exactly n lattice
points on its circumference, using Fermat’s lemma on the number of the integer solutions of a quadratic equation.
In this talk, we show how to generalize Schinzel’s theorem to a higher dimensional sphere.

1 はじめに

mを 2以上の整数とする．本稿では全ての座標が整数
であるRm上の点を格子点と呼ぶ．「任意の正整数 nに対
して，円周上にちょうど n個の格子点をもつ円は存在す
るか」という問題を考える．この問題を Rm内の球面に
対して考えたT. Kulikowskiの定理と，その元となるR2

の円における A. Schinzelの定理を紹介する [2]．

Definition
　中心 (a1, a2, · · · , am) ∈ Rm，半径 rの球面を

Sm−1 =

{
(x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm|

m∑
k=1

(xk − ak)
2 = r2

}

で定める．

m = 2のとき S1 は平面 R2 内の円である．まずは一般
次元の定理を述べよう．

Theorem 1 (T. Kulikowski [3])
　 nを任意の正整数とする．このとき，ちょうど n個の
格子点をもつ Sm−1 ⊂ Rm が存在する.

特にm = 2の場合は円の方程式が具体的に与えられてい
るが，この方程式が一意的という訳ではない．

Theorem 2 (A. Schinzel [5])
　 nを任意の正整数とする．このとき円周上にちょうど
n個の格子点をもつ円が存在する．その円は次の方程式
で与えられる．
n = 2kのとき (kは 1以上の整数)(

x− 1

2

)2

+ y2 =
5k−1

4
,

n = 2k + 1 のとき (k は 0 以上の整数)(
x− 1

3

)2

+ y2 =
52k

9
.

この証明に本質的な役割を担うのは，次の Lemma 1で
あり，２次体の整数論による証明を次節で概説する．

1日大理工・院 (前)・数学

Lemma 1 (P. Fermat [4])
n を任意の正整数とする．n の約数で mod 4 で 1，
mod 4で 3を満たすものの個数をそれそれ d1，d3と定め
る．このとき，方程式 x2 + y2 = nの整数解 (x, y) ∈ Z2

の個数 r(n)は，次の式で与えられる．

r(n) = 4(d1 − d3).

2 Kulikowskiの定理の証明

まず Schinzelの定理成立を仮定する．Rm 内の x1-x2

平面において円周上に格子点を n個もつ円の方程式を

(x1−a1)
2+(x2−a2)

2= c, x3 = 0, · · · , xm =0 (1)

とおく (a1, a2, c ∈ Q, c > 0).つまり円 (1) に n個の格子
点 (X1, X2, 0, · · · , 0）∈ Zm が乗っている．
今 a3, a4, · · · , am ∈ Rを 1, a3, a4, · · · , amがQ上 1次
独立になるようにとる．そしてRmのSm−1として方程式

(x1−a1)
2+(x2−a2)

2 +

m∑
k=3

(xk−ak)
2 = c+

m∑
k=3

ak
2 (2)

で定まるものを考える．x3 = 0, · · · , xm=0ならば (1)式
と (2)式は等しい．従ってこの球面上に (X1, X2, 0, · · · , 0)
の形の格子点が n 個ある．一方 (X3, X4, · · · , Xm) ̸=
(0, 0, · · · , 0) を満たす格子点 (X1, X2, X3, · · · , Xm） ∈
Zm が Sm−1 上に存在したと仮定する．(2)式より

(X1 − a1)
2 + (X2 − a2)

2 +

m∑
k=3

Xk
2 − c = 2

m∑
k=3

akXk

において左辺は有理数である．これは 1, a3, a4, · · · , am
が Q 上 1 次独立であることに矛盾する．従って
(X3, X4, · · · , Xm) ̸= (0, 0, · · · , 0) となる格子点は存在
しない．以上より，(2)式は球面上にちょうど n個の格
子点をもつ Sm−1 の方程式である. □
3 Schinzelの定理の証明

(i)n = 2k (k = 1, 2, 3, · · · )のとき
　方程式 X2 + Y 2 = 5k−1 を考える．このとき後述の
Lemma 1よりこの方程式は 4k個の整数解をもつ．また，
X,Y の対称式であることから整数解 (X1, Y1), (Y1, X1)
をまとめてひとつの組と考えるとX2 + Y 2 = 5k−1の整
数解は 2k組である．さらに 5k−1は奇数であることから
整数解は (奇数，偶数) と (偶数, 奇数)の場合がそれぞれ
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2k個ずつ存在する．従ってX = 2x− 1，Y = 2yと置換
して整数解 (X,Y )を (奇数, 偶数)のみに制限すること
で 2k個の整数解をもつ円の方程式を得ることができる．
即ち方程式 (2x − 1)2 + (2y)2 = 5k−1 つまり下記がちょ
うど 2k個の格子点を円周上にもつ円の方程式となる．(

x− 1

2

)2

+ y2 =
5k−1

4
.

(ii)n = 2k + 1 (k = 0, 1, 2, · · · )のとき
　方程式X2 + Y 2 = 52k を考える.このとき，Lemma 1
よりこの方程式は 8k+4個の整数解をもち，その内訳は，

(±X2,±Y2), (±X2,∓Y2), (±Y2,±X2), (±Y2,∓X2)

の 8個の整数解を 1組としたものが k組であり，残りの
4つの整数解は (0, 5k), (0,−5k), (5k, 0), (−5k, 0) である．
さらに 52k = 25k ≡ 1k ≡ 1(mod 3) より， (X,Y ) ≡
(−1, 0)(mod 3) という条件を満たす整数解 (X,Y ) を考
えると，8個の解からなる組では (X,Y ), (X,−Y )また
は (−X,Y ), (−X,−Y ) のどちらか一方のみ条件を満た
す．また，4個の解からなる組では (5k, 0), (−5k, 0)のど
ちらか一方のみ条件を満たす．従って，この条件を満た
すX2 + Y 2 = 52k の整数解は 2k + 1個である．よって，
X = 3x−1, Y = 3yと置き換えると，ちょうど 2k+1個
の整数解をもつ円の方程式 (3x− 1)2 + (3y)2 = 52k を得
る．即ち 2k+1個の格子点を円周上にもつ円の方程式は(

x− 1

3

)2

+ y2 =
52k

9
.

で与えられる． □
Proof of Lemma 1
　正整数 m に対して，写像 χ : N → Z，δ : N → Z，
d : N → Zを次のように定める．

χ(m) :=

{
0 (m = 2k)

(−1)
1
2 (m−1) (m = 2k − 1)

(k = 1, 2, · · · )

δ(m) :=
∑
d|m

χ(d)　　　 (dはmの正の約数)

d(m) :=
∑
d|m

　　　　　 (dはmの正の約数)

0 < n1, n2 ∈ Zに対し χ(n1n2) = χ(n1)χ(n2)が定義よ
り成り立つ．また，nの約数のうち偶数であるものの個
数を d2 とすると，χの作り方から次が得られる．

δ(n) =
∑
d|m

χ(d) = 1 · d1 + 0 · d2 + (−1) · d3 = d1 − d3.

さらに，素数 p, qが p ≡ 1(mod 4)，q ≡ 3(mod 4)を満た
すと仮定すると，α, r, s ∈ Zを用いて n = 2α

∏
pr

∏
qs

と表すことができる．pと qに関する上記の積は以後同
様のものを意味することとする．N =

∏
pr

∏
qsとおく

と，δ(n) = δ(N)である．また，N の約数全体は積

∏
(1 + p+ p2 + · · ·+ pr)

∏
(1 + q + q2 + · · ·+ qs) (3)

の展開に現れる項全体に一致することより，各項∏
pi

∏
qj を χ(

∏
pi

∏
qj) =

∏
(χ(p))i

∏
(χ(q))j =∏

1i
∏
(−1)j に置き換えたものが δ(N)の値となる.

ゆえに χの δ(N)は (3)の pを 1，qを−1に置き換え
た値となるので，次の式が得られる．

δ(n) =

{
0 (sの少なくとも 1つが奇数)
d(
∏

pr) (sがすべて偶数)

ここで次の (i),(ii)を示そう．

(i)
∏

qs が平方数⇒ r(n) = 4d(
∏

pr)

(ii)
∏

qs が平方数でない⇒ r(n) = 0

さて，nを Z[i]の素元の積で表すと，次のようになる．

n = {(1+i)(1−i)}α
∏

{(a+bi)(a−bi)}r
∏

qs (a, b ∈ Z).　

いま r(n) > 0，すなわち n = A2 + B2 となるような
A,B ∈ Zが存在すると仮定する.
A+BiとA−Biは複素共役であることから Z[i]の素元
を用いて次のように表すことができる.

A+Bi= it(1+i)α1(1−i)α2

∏
{(a+bi)r1(a−bi)r2}

∏
qs1

A−Bi=(−i)t(1−i)α1(1+i)α2

∏
{(a−bi)r1(a+bi)r2}

∏
qs1

ただし t = 0, 1, 2, 3.　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　

このとき (A + Bi)(A − Bi) = A2 + B2 及び Z[i] が一
意分解整域であることから s = 2s1となるため，

∏
qs =

(
∏

qs1)2 となる．従って,「r(n) > 0 ⇒
∏

qs は平方数」
が成り立ち，対偶から (ii)が成り立つ.
一方，A+BiとA−Biに因数 qを分ける方法は上の議論
からただ 1通りである．さらに，1+i = i(1−i)であるので
(1+i)α1(1−i)α2 = iα1(1−i)αとなり,結局α1とα2の値
のとりかたは tの取り方に置き換えることができる．これ
より，因数の分け方の場合の数は 4

∏
(r+1) = 4d(

∏
pr)

通り．また，a+bi, a−biはZ[i]の素元であるため，(r1, r2)
の組み合わせの分だけ (A,B) は異なる組となる．即ち
r(n) = 4

∏
(r + 1) = 4d(

∏
pr)となり，(i)が成り立つ．

以上より，r(n) = 4(d1 − d3)が成り立つ． □
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