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Abstract

We find all the integer solutions to the equaion ax2 + bxy + cy2 = k．

1 定理の紹介

ディオファントス方程式の整数解は古くから研究され
ていて，例えばピタゴラス数はパラメータ表示によって
無限個の解があることが知られている．本研究では

ax2 + bxy + cy2 = k　 (1)

という不定方程式の，整数解の求め方を紹介する．D =
b2−4acが平方数なら比較的簡単に求められるので，D <
0の場合とD > 0の平方数ではない場合の整数解につい
て証明する．

Theorem 1 a，b，c，k ∈ Z，gcd(a, b, c) = 1，k ̸= 0，
D = b2 − 4ac < 0とする．このとき，式 (1)は ak < 0
なら解はない．ak > 0 なら X = 2ax + by とおいて，

|X| ≤ 2
√
ak，|y| ≤ 2

√
ak
|D| を満たす X2 + |D|y2 = 4ak

の整数解のうち，(X−by
2a , y) ∈ Z2 であるものが解．

D > 0の場合はより難しく，連分数の理論を導入する．

Definition θを無理数，[ ]をガウス記号とする．k0 =
[θ]，θ0 = θ − k0 とおき，n ∈ Nに対して kn = [ 1

θn−1
]，

θn = 1
θn−1

− kn とおく．このとき，

θ = k0 +
1

k1 +
1

k2 +
1

. . .

となり，θ = [k0，k1，k2，. . .]と書く．また，[k0，. . .，kn−1]
を既約分数表示したものを pn

qn
と書き，近似分数という．

D > 0の場合の証明では方程式

x2 −Dy2 = ±4 (2)

の解の存在性が必要なので，次の定理を利用する．

Theorem 2 D > 1 を平方でない整数で D ≡ 0，1
(mod 4)とする．

θ =

{
[
√
d] +

√
d D = 4d

[
√
D−1
2 ] +

√
D−1
2 D ≡ 1 (mod 4)
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とおく．このとき θ を連分数展開すると，正の整数
k0, · · · , kn−1 により θ = [k0，. . .，kn−1，θ]と表せる．こ
の n を最小となるように選び，pn

qn
を近似分数，ε =

qnθ+ qn−1，εl = xl+yl

√
D

2 (l ∈ Z)とすると，(±xl,±yl)
が式 (2)の全ての整数解（複号任意）．

Theorem 3 a，b，c，k ∈ Z，gcd(a, b, c) = 1，k ̸= 0で
D = b2 − 4ac > 0は平方数でないとする．(x1, y1) ∈ Z2

をTheorem 2で得られる式 (2)の解のうちの最小解，ε =
x1+y1

√
D

2 ，

λ =
α+ β

√
D

2
=

{
ε (x2

1 −Dy21 = 4)

ε2 (x2
1 −Dy21 = −4)

とおき，X = 2ax+ byとする．このとき，式 (1)の解は
次のように決定できる．
〈1〉 ak < 0 なら 2

√
ak ≤ X < α

√
ak の範囲で

X2 − Dy2 = 4ak の整数解を見つけ，x = X−by
2a ∈ Z

であるものを (Xi, yi) (i = 1, · · · , N) とする．j ∈ Z
に対して (Xi, yi

√
D)λj = Xij + yij

√
D とするとき，

{(±Xij−byij

2a ,±yij)|i = 1, · · · , N, j ∈ Z} が解（複号任
意）．
〈2〉ak > 0 なら 0 ≤ X < β

√
−akD の範囲で

X2 − Dy2 = 4ak の整数解を見つけ，x = X−by
2a ∈ Z

であるものを (Xi, yi) (i = 1, · · · , N) とする．j ∈ Z
に対して (Xi, yi

√
D)λj = Xij + yij

√
D とするとき，

{(±Xij−byij

2a ,±yij)|i = 1, · · · , N, j ∈ Z} が解（複号
任意）．

2 定理の証明

Proof (of Theorem 1) a = 0とすると D = b2 とな
るが，D < 0より D は平方数ではないので a ̸= 0．式
(1)の両辺を 4a倍して変形すると次の式が得られる．

4a2x2 + 4abxy + 4acy2 = (2ax+ by)2 − (b2 − 4ac)y2

= X2 −Dy2 = 4ak (3)

ここでD < 0なのでX2+ |D|y2 = 4ak．よって，ak < 0
のときは解をもたない．ak > 0のときは0 ≤ X2，|D|y2 ≤
4akより |X| ≤ 2

√
ak，|y| ≤ 2

√
ak
|D| となるので X，y の

可能性は有限個である．これらを満たす (X, y) の中で
x = X−by

2a ∈ Zとなるような (x, y)が解． □

Theorem 3の証明ではいくつか補題を利用する．
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Lemma 1 K を体，L を K の有限次ガロア拡
大体，x，y ∈ L，Gal(L/K) = {σ1, · · · , σn}，
NL/K(x) =

∏n
i=1 σi(x)とする．このとき NL/K(xy) =

NL/K(x)NL/K(y)．

Proof σi の準同型性より示せる．

NL/K(xy) =

n∏
i=1

σi(xy) =

n∏
i=1

σi(x)σi(y)

= NL/K(x)NL/K(y) □

Lemma 2 a，b，c ∈ Z，gcd(a, b, c) = 1 で D = b2 −
4ac > 0は平方数ではないとする．このとき x，y ∈ Zが
式 (2)の解なら x−by

2 ∈ Z．

Proof bが奇数ならD ≡ 1 (mod 4)であり，±4 = x2−
Dy2 ≡ x2 − y2 ≡ 0 (mod 4)．よって x ≡ y (mod 2)．b
が奇数であることを踏まえると x−by

2 ∈ Z．
bが偶数ならD ≡ 0 (mod 4)であり，±4 = x2 −Dy2 ≡
x2 ≡ 0 (mod 4)．よって x ≡ 0 (mod 2)．bが偶数であ
ることを踏まえると x−by

2 ∈ Z． □

Lemma 3 Theorem 3の仮定に加えて A = X + y
√
D

とする．このとき (x, y) が式 (1) の整数解なら，Aλ =
2ax′ + by′ + y′

√
Dによって得られる (x′, y′)も式 (1)の

整数解．

Proof K = Q(
√
D)，σ ∈ Gal(K/Q)を自明でない元と

する．(x, y)が式 (1)の整数解なら，Aσ(A) = X2−Dy2 =
4akを満たす．

NK/Q(λ) =

(
α+ β

√
D

2

)(
α− β

√
D

2

)

=
α2 −Dβ2

4

はNK/Q(ε)かNK/Q(ε)
2となり1なので，Aλσ(A)σ(λ) =

Aσ(A) = 4ak．したがって (x′, y′) ∈ Z2 を確認すれば
良い．

Aλ = (2ax+ by + y
√
D)

(
α+ β

√
D

2

)

=

(
aαx+

bα+Dβ

2
y

)
+

(
aβx+

α+ bβ

2
y

)√
D

よって y′ = aβx+ α+bβ
2 y，x′ = α−bβ

2 x− cβy．λの仮定
から α2 −Dβ2 = 4なので，Lemma 2より α±bβ

2 ∈ Zで
あり，x′，y′ ∈ Z． □

Proof (of Theorem 3) Theorem 1と同様に変形し，
X2 −Dy2 = 4ak (a ̸= 0)．また，A，K，σを Lemma 3
と同様に定める．Aσ(A) = 4ak であり，D = b2 − 4ac
より D ≡ 0，1 (mod 4)．したがって Theorem 2 より，

ε = x1+y1

√
D

2 > 1で εn = xn+yn

√
D

2 (n ∈ Z)とすると，

(±xn,±yn)が式 (2)の全ての解となる．
x2
n −Dy2n = −4を満たす (xn, yn)に対して，

−1 =
x2
n −Dy2n

4
=

(xn + yn
√
D)(xn − yn

√
D)

4

= NK/Q

(
xn + yn

√
D

2

)

であるから，Lemma 1より次の式が成り立つ．

NK/Q

(
x2n + y2n

√
D

2

)
= NK/Q

(xn + yn
√
D

2

)2


= NK/Q

(
xn + yn

√
D

2

)2

= 1

よってx2
1−Dy21 = −4なら，(±x2n,±y2n)がx2−Dy2 =

4の全ての解である．
〈1〉 ak > 0のとき
ε，ε2 > 1 より λ > 1 なので，A が解に対応するとき
2
√
ak ≤ Aλn < 2

√
akλを満たすような唯一の n ∈ Zが

存在し，Lemma 3よりこの Aλn も解に対応する．よっ
て Aλn = A′ とおくと，2

√
ak ≤ A′ < 2

√
akλ の解そ

れぞれに ±λn をかけて得られる (X, y)が式 (3)の全て
の解である．また，A′ = X ′ + y′

√
D (X ′，y′ ∈ Z)とす

ると，X ′ = A′+σ(A′)
2 である．f(t) = t+ 4ak

t について，
f ′(t) = 1− 4ak

t2 より t ≥ 2
√
akで f(t)は単調増加するの

で，2
√
ak ≤ X ′ < α

√
ak である．ここで X ′ ∈ Zより，

X ′の候補は有限個なので，式 (3)を満たす (X ′, y′)は有
限個になる．したがって，これらの条件を満たす有限個
の A′ のうち，x′ = X′−by′

2a ∈ Zであるような A′ に ±λn

をかけたものが式 (1)の全ての解である．
〈2〉 ak < 0のとき
〈1〉と同様の議論によって 2

√
−ak ≤ A′ < 2

√
−akλを

満たすような解それぞれに±λnをかけて得られる (X, y)
が式 (3)の全ての解である．f(s) = s + 4ak

s について，
f ′(s) = 1 − 4ak

s2 より s ≥ 2
√
−ak で f(s)は単調増加す

るので，0 ≤ X ′ < β
√
−akDである．よってこの場合も

X ′の候補が有限なので，式 (3)を満たす (X ′, y′)は有限
個になる．この中で x′ ∈ Zである A′ に ±λn をかけた
ものが式 (1)の全ての解である． □
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