
明示的な Jacquet-Zagier型跡公式について
On explicit Jacquet-Zagier type trace formulas

○杉山　真吾 1

∗Shingo Sugiyama 1

Abstract: Let F be a finite totally real number field and AF the ring of adèles of F . In this talk, we give generalized trace
formulas with complex parameter z for GL2(AF ). This is a joint work with Masao Tsuzuki (Sophia University).

1. はじめに

モジュラー形式の空間上のHecke作用素の固有値は,複
素関数論に現れる整数論的な量である. このHecke作用素
の跡公式 (Eichler-Selberg跡公式) の変数付き一般化を紹
介し, モジュラー形式の Fourier係数の分布や対称 2次 L

関数の特殊値の非ゼロ性への応用を紹介する (上智大学の
都築正男氏との共同研究).
重さ k,レベル Γ0(N)の楕円カスプ形式全体のなすCベ
クトル空間を Sk(N)とすると, N と互いに素な n ∈ Nに
対して, Hecke作用素 Tn ∈ End(Sk(N))を

(Tnf)(z) = nk−1
∑
a,d∈N
ad=n

1

dk

d−1∑
b=0

f(az+b
d )

で定めることができる. Eichler-Selberg跡公式とは, Tn の

トレースの 2通りの表示によって得られる等式である.

定理 1 簡単のためN = 1とし, kを 4以上の偶数とする.∑
f∈Bk(1)

af (n) = tr(Tn) = Ji + Ju + Jh + Je.

ここで Bk(1)は {Tn}nの同時固有関数からなる Sk(1)の

Petersson内積に関する直交基底である. また,

Ji = δ(
√
n ∈ N)

k − 1

12
n

k−1
2 , Ju = δ(

√
n ∈ N)

−n
k−1
2

2
,

Jh = −1

2

∑
d,d′>0, n=dd′, d ̸=d′

min(d, d′)k−1,

Je =
∑
t∈Z

t2−4n=f2D<0

−h(E)

#o×E

∑
0<d|f

d　

×
∏
p|d

(1− p−1χD(p))n
k−2
2 Uk−2(

t
2
√
n
).

ここで条件 P に対して δ(P )は P が成立する時に 1,成立

しない時に 0とする. t2 − 4n < 0となる整数 tに対して

E = Q(
√
t2 − 4n)とおいた. h(E)は E の類数, oE は E

の整数環である. また, D < 0は E の判別式である. χD

は大域類体論により Eに対応する 2次 Dirichlet指標であ

る. Uk−2 は k − 2番目の第 2種 Chebyshev多項式である.
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2. 跡公式の一般化

Zagier [5]はレベルがN = 1の場合に, Tn ∈ End(Sk(1))

の跡公式の一般化として,完備化された対称 2次 L関数の

重み付きトレースの公式∑
f∈Bk(1)

L(s, f, Sym2)

L(1, f, Sym2)
af (n) = Pn(s) +Qn(s)

を与えた. ここで sは 1− k < ℜ(s) < k− 1なる任意の複

素数とする. また, P (s), Q(s)は有理型関数で,

Pn(s) =
k − 1

2π
21−zπ

3−z
4

Γ(k + z−1
2 )

Γ(k)Γ( z+1
4 )

ζQ(−z)n
k−1
2 − z+1

4 .

ζQは完備 Riemannゼータ関数. また∆ = t2 − 4mとして,

Qn(s) =
k − 1

2π
(−1)k/22

z−3
2 +kΓR(

z+3
2 )nk−1

×
∑
t∈Z

{Ik(∆, t, z+1
2 ) + Ik(∆,−t, z+1

2 )}L( z+1
2 ,∆)

とする. ここで

Ik(∆, s) =
Γ(k − 1/2)

√
π

Γ(k)

∫ ∞

0

yk+s−2

(y2 + ity −∆/4)k−1/2
dy

とした. ∆は判別式 (4で割った余りが 0, 1)なので ∆ =

Df2 (Dは基本判別式 or 1で, f ∈ N)と一意的に表せるの
で, ∆に付随する L関数 L(s,∆)を

L(s,∆)

=

L(s, χD)
∑

d|f µ(d)χD(d)d−sσ1−2s(f/d) (∆ ̸= 0)

ζQ(2s− 1) (∆ = 0)

とで定める. ∆ が平方数の時は D = 1 とし, χD は法 1

の自明な Dirichlet指標とする. Zagierの公式の Hilbertモ
ジュラー形式版は水本 [2]や高瀬 [4]の結果が知られてい
る. これらの結果を一般化することが今回の目的である.
さて, F を有限次総実代数体とする. F の整数環 oF の

イデアル aを割る素点全体の集合を S(a)とする. N(a)は

aの絶対ノルムとする. F の有限素点 vに対して完備化の

剰余体の濃度を qv とする.
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モジュラー形式に対応するものとして, GL2(AF )の既

約カスピダル保型表現 π で中心指標が自明, 重さが k =

(kv)v|∞ ∈ 2Z[F :Q]
≥2 ,コンダクター fπが nを割り切るもの全

体をΠcusp(k, n)とする. nは以下 oF の非ゼロな square-free
イデアルとする.

定義 2 F の有限素点からなる有限集合 S で S(n) とは

disjoint なものを固定する. α = ⊗v∈S αv は複素多様体∏
v∈S C/4πi(log qv)−1Z上の正則関数で, 各 αv は偶函数

とする. この時, z ∈ Cに対して,

Icusp(z) = (−1)#SD
z−1/2
F

2
C(k, n)N(n)(z−1)/2

×
∑

π∈Πcusp(k,n)

W
(z)
n (π)

L( z+1
2 , π, Sym2)

L(1, π, Sym2)
α(νS(π))

と定める. ここで, DF を F の判別式の絶対値とし,

C(k, n) = D−1
F {

∏
v∈Σ∞

4π

kv − 1
}{

∏
v∈S(n)

(1 + qv)
−1}

とおいた. W (z)
n (π)は {qz/2v + q

−z/2
v }v∈S に関する明示的

な多項式である (詳細は略).

定理 3 ([3]) z ∈ Cが |ℜ(z)| < minv∈Σ∞ kv − 3の時,

Icusp(z) = Jid(z) + Junip(z) + Jhyp(z) + Jell(z)

が成立する. Jid(z), Junip(z), Jhyp(z), Jell(z)はそれぞれ,

Jid(z) = 0, Junip(z) = D
z/4
F {G(z) +G(−z)},但し

G(z) = D
− z+2

4

F ζF (−z)
∏

v∈S(n)

1 + q
z+1
2

v

1 + qv

∏
v|∞

{
21−zπ

3−z
4

×
Γ
(
kv +

z−1
2

)
Γ
(
z+1
4

)
Γ(kv)

} ∏
v∈S

{
1

2πi

∫ c+i 2π
log qv

c−i 2π
log qv

−q
−(sv+1)/2
v

1− q
−sv−(z+1)/2
v

× αv(sv)
log qv
2

(q(1+sv)/2
v − q(1−sv)/2

v ) dsv
}

であり, ζF (s)は完備 Dedekindゼータ関数である. また,

Jhyp(z) =
D

−1/2
F

2 ζF
(
1−z
2

)
×

∑
a∈oF (S)×+−{1}

B
(z)
n (α|1; a

(a−1)2 oF )
∏
v|∞

O+,(z)
v (a+1

a−1 ).

但し oF (S)
×
+ は S 整数環の総正単数全体の集合. Bと O

は明示的に書ける (詳細は略). そして,

Jell(z) =
1
2D

−1
F

∑
(t:n)F

N(d∆)
z+1
4 L

(
z+1
2 , χ∆

)
×B

(z)
n (α|∆;nf−2

∆ )
∏
v|∞

Osgnv(∆),(z)
v (t|∆|−1/2

v ).

ここで, ∆ = t2 − 4nで, d∆は F (
√
∆)/F の相対判別イデ

アルである. 同値類 (t : n)F = {(ct, c2n) ∈ F 2| c ∈ F×}
は様々な明示的条件を満たすように走る. Bと O も明示
的に書ける (詳細は略).

アデリックな手法の先行研究として GL2(AK) (K は大域
体)の観点で Jacquet, Zagier [1]の公式があるが,彼らは抽
象的な展開しか与えておらず, Zagierの公式が復元できる
かどうかも未解決である.
対称 2次L関数の特殊値L(s, π, Sym2) (1/2 ≤ s < 1)の
非ゼロ性への応用を述べる. k = (kv)v|∞をminv|∞ kv ≥ 6

となるものとして固定する. 次の仮定を用意する.

(P) : L( z+1
2 , π, Sym2) ≥ 0が ∀z ∈ [0, 1), ∀n

∀π ∈ Πcusp(k, n)で成立する.

この仮定 (P)は, L(s, π, Sym2)たちの一般 Riemann予想
を仮定すると中間値の定理から直ちに従う.
F のイデアル類群の完全代表系 a1, . . . , ah を, oF の素
イデアルになるようにとる. S は F の有限素点からなる

有限集合で S(2
∏h

j=1 aj)と disjointとする.

系 4 ([3]) (P)を仮定する. 各 v ∈ S に対して [−2, 2]の任

意の部分区間 Jv = [tv, t
′
v] (但し tv < t′v)を取る. この時,

あるM > 0が存在して, S ∪ S(2
∏h

j=1 aj)と互いに素な

任意の素イデアル n (但し N(n) > M)と任意の z ∈ [0, 1]

に対して,以下の 3条件を満たすカスピダル保型表現 π ∈
Πcusp(k, n)が存在する: (1) fπ = n, (2) L( z+1

2 , π, Sym2) ̸=
0, (3) (qνv(π)/2

v + q
−νv(π)/2
v )v∈S ∈

∏
v∈S Jv .

ここで diag(q
νv(π)/2
v , q

−νv(π)/2
v )は πの v成分の佐武パ

ラメーター. 上の結果は
∏

v∈S Jv = [−2, 2]S の時は, (P)
は必要はない.

特に L( z+1
2 , π, Sym2) ̸= 0なる保型表現 π が無限個存

在する. 従来の証明法は関数論 (大域的手法)に依るが,本
研究では表現論 (局所的手法)なる新たな手法を用いた.
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