
階段状水路におけるレイノルズ数が大きい場合の空気混入不等流の空気混入率と
水面形についての二，三の検討

An analytical menthod of air concentration and water surface profile for nonuniform aerated skimming flow
at large Reynolds number in a stepped channel
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Abstract: On stepped channels, an analytical equation for the calcuration of air concentration and water surface profile has
been developed in nonuniform aerated flow. The water surface profile of the aerated skimming flow is calculated by using
the equation together with the continuity equation for the air phase. For a large Reynolds number, the results agree with the
experimental data of Ruff and Ward (2002).

1. まえがき
階段状水路は，急傾斜水路を流下する高速流を傾斜面上
で減勢させる方法として利用されている [1], [2]．階段状水
路に流入した流れが skimming flow（各ステップ隅角部で
常に渦の形成が認められる流況）となる場合 [1]，平坦な
傾斜水路よりも短い流下距離で水面から空気が混入し始め
る．この断面は inception point（以下 I.P. と略す，Fig.1）
と呼ばれ，I.P.より下流側は空気混入水流となる．空気混
入水流は不等流区間と擬似等流区間に分類される．
擬似等流空気混入水流の水理特性については，Takahashi

and Ohtsu[2] によって明らかにされた．また，空気混入不
等流の空気混入率 𝐶[=空気の体積/(水の体積＋空気の体
積)]と水面形については，高橋ら [3] によって，解析的計算
法が示された．しかしながら，レイノルズ数 𝑅e（ = 𝑞w/𝜈，
𝑞w は単位幅流量，𝜈 は水の動粘性係数）が大きい場合に
対しても，この解析的計算法が適用できるかは明確にされ
ていない．Ruff and Ward[4] は，レイノルズ数が大きい場
合（Tab.1参照）の空気混入不等流を対象に，空気混入率
と水面形についての実験的検討を行い，その空気混入率分
布の測定値が示されている．
本研究は，階段状水路の空気混入不等流における空気混
入率と水面形との解析的計算法を 𝑅e が 106 オーダーでも
適用可能かを調べるため，Ruff and Ward[4] の実験結果を
用いて空気混入不等流の空気混入率と水面形の解析的計算
法を検証したものである．

2. 空気混入開始断面
空気混入開始位置 (I.P.)は水路横断方向全体に空気が混
入した最上流側断面と定義され，一般には目視観察によっ
て定められている．断面平均空気混入率 𝐶m は，

𝐶m =
1
𝑦0.9

∫ 𝑦0.9

0
𝐶d𝑦 (1)

で定義され，I.P. での 𝐶m の値 𝐶mi は水路傾斜角度 𝜃 と
𝑆/𝑑c（𝑆はステップ高さ，𝑑c[= 3

√
𝑞w2/𝑔]は限界水深，𝑔は

重力加速度）に関わらず 𝐶mi ≈ 0.2であることが示されて
いる [3]．ここに，𝑦 は仮想底面に垂直上向きの座標，𝑦0.9
は空気混入流水深であり 𝐶 = 0.9となる 𝑦 の値である．

I.P.までの流下距離 𝑥i（𝑥は仮想底面に沿った流下方向座
標）と I.P.での水のみに換算した水深 𝑑wi [= (1−𝐶mi )𝑦0.9]
について，それぞれ，

𝑥i

𝑑c
=

5.0
sin0.485 𝜃

(
𝑆

𝑑c
cos 𝜃

)0.455
， (2)

𝑑wi

𝑑c
=

0.35
sin0.30 𝜃

(
𝑆

𝑑c
cos 𝜃

)0.10
(3)
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Figure 1. Definition sketch for aerated skimming flow
Table 1. Experimental investigations of air concentration

Reference 𝜃(° ) 𝑆/𝑑c 𝑅e × 10−6

Ruff and Ward[4] 26.6 0.74 2.3

の実験式 [5] が提案されている．

3. 空気混入率
Skimming flowの空気混入不等流区間での 𝐶m の流下方

向変化について，気相の連続の式 [6], [7]，

1
(1 − 𝐶mu )2 ln

(
1 − 𝐶m

𝐶mu − 𝐶m

)
− 1

(1 − 𝐶mu ) (1 − 𝐶m)

= 𝑘0
𝑥/𝑑c − 𝑥i/𝑑c

𝑑wi/𝑑c
+ 𝐾0

(4)

が適用できることが示されている [3]．ここに，𝑘0 =

(𝑢r𝑑wi cos 𝜃)/𝑞w, 𝐾0 = 1
1−𝐶mu

[
1

1−𝐶mu
ln

(
1−𝐶mi

𝐶mu−𝐶mi

)
− 1

1−𝐶mi

]
であり，𝑢r は気泡の上昇速度で 𝑢r = 0.4 m/s とする [6]．
𝐶mu は擬似等流区間での 𝐶m であり，

𝐶mu =

(
6.9
𝜃

− 0.12
)
𝑆

𝑑c
+ 0.656{1 − e−0.0356(𝜃−10.9) }

+0.073 (𝜃 in deg.)
(5)

が提案されている [2]．与えられた 𝜃 と 𝑆/𝑑c に対して，(3)
から 𝑑wi/𝑑c，(5) から 𝐶mu，および 𝐶mi = 0.2 を境界条件
として (4)を用いることで流下方向に対する 𝐶m の計算値
が求められる．与えられた 𝜃 と 𝑆/𝑑c に対する 𝐶m の計算
値と測定値の一例を Fig.2 に示す．Fig.2 に示されるよう
に，(𝑥 − 𝑥i)/𝑑c の増加とともに 𝐶m の値は大きくなる．ま
た，𝐶m の計算値と測定値は誤差率 17%以内で一致する．
空気混入不等流の edge断面での 𝐶 の分布を気泡の拡散モ
デル [6]，
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𝐶 = 1 − tanh2 [𝑘 ′ − 𝑌/(2𝐷 ′)] (6)

で近似する．ここに，𝑌 = 𝑦/𝑦0.9，𝐷 ′ = (0.848𝐶m −
0.00302)/(1+ 1.1375𝐶m − 2.2925𝐶m

2)，𝑘 ′ = tanh−1 √0.1+
1/(2𝐷 ′) である．(4) より得られた 𝐶m を (6) に代入
することで 𝐶 の計算値が求められる．与えられた
𝜃，𝑆/𝑑c，(𝑥 − 𝑥i)/𝑑c に対する 𝐶 の計算値と測定値の一
例を Fig.3 に示す．Fig.3 に示されるように，𝐶 の計算値
と測定値は決定係数 𝑅2 = 0.90で一致している．

4. Clear water depthの水面形
空気混入水流における clear water depth 𝑑w は，

𝑑w =
∫ 𝑦0.9

0
(1 − 𝐶)d𝑦 = (1 − 𝐶m)𝑦0.9 (7)

で定義され [2], [6] ている．階段状水路における空気混入流
を連続体として取り扱い，空気混入率 𝐶 の変化を空気混入
水流の密度 𝜌[= (1 −𝐶)𝜌w，𝜌w は水の密度]の変化として
表せるものとすると，空気混入不等流の水面形方程式は,

d𝑑w

d𝑥
= sin 𝜃

(
𝑑w
𝑑c

)3
−
(
𝑑wu
𝑑c

)3

𝐶p

(
𝑑w
𝑑c

)3
cos 𝜃 − 𝐶v

(8)

のように示される [5]．ここに，

𝐶p =

∫ 1
0 {(1 − 𝐶)𝑌 +

∫ 1
𝑌
(1 − 𝐶)d𝑌 }𝑈d𝑌

(1 −
∫ 1
0 𝐶d𝑌 )

∫ 1
0 (1 − 𝐶)𝑈d𝑌

， (9)

𝐶v =
(1 −

∫ 1
0 𝐶d𝑌 )2

∫ 1
0 (1 − 𝐶)𝑈3d𝑌

{
∫ 1
0 (1 − 𝐶)𝑈d𝑌 }3

(10)

であり [2]，𝑈 [= 𝑢/𝑢0.9] は 𝑅e ≥ 3.0 × 104 の場合 [5]，
(𝑥 − 𝑥i)/𝑑c によらず，1/𝑁 乗則 (𝑈 = 𝑌

1
𝑁 )で近似される．

ここに，𝑢 は 𝑥 方向の時間平均流速，𝑢0.9 は 𝑦 = 𝑦0.9 での
𝑢 である．擬似等流区間における 𝑁 の実験式 [2]，

𝑁 = 14𝜃−0.65 𝑆

𝑑c

(
100
𝜃

𝑆

𝑑c
− 1

)
− 0.041𝜃 + 6.27 (𝜃 in deg.)

(11)
を不等流区間においても適用できる [3]．𝑑wu は擬似
等流における 𝑑w であり，擬似等流区間の抵抗係数

𝑓u

[
= 8

(
𝑑wu
𝑑c

)3
sin 𝜃

]
の実験式 [2]，

𝑓u =
(
−9.2𝜃 × 10−4 + 0.12

)
tanh

(
4
𝑆

𝑑c

)
+ 3.8𝜃2 × 10−5

−4.4𝜃 × 10−3 + 0.135 (𝜃 in deg.)
(12)

から求めることができる．(3) より 𝑑wi/𝑑c，(12) より
𝑑wu/𝑑c の境界条件を与え，(11) を 1/𝑁 乗則に用いて (8)
を数値積分すると不等流区間の 𝑑w の計算値が得られる．
𝑑w/𝑑c の計算値と測定値の一例を Fig.4 に示す．Fig.4 に
示されるように，𝑑w/𝑑c は (𝑥 − 𝑥i)/𝑑c の増加とともに小さ
くなる．また，𝑑w/𝑑c の計算値と測定値は誤差率 20% 以
内で一致する．

5. 空気混入流水深
空気混入水流の代表水深としては，𝑦0.9 を用いる [2], [6]．
本計算による 𝑑w/𝑑c と 𝐶m の値を用いることで (7) より
𝑦0.9/𝑑c の計算値が得られる．𝑦0.9/𝑑c の計算値と測定値の
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Figure 2. Depth-averaged air concentration
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Figure 3. Distributions of air concentration
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Figure 4. Clear water depth and aerated flow depth

一例を Fig.4に示す．Fig.4に示されるように，𝑦0.9/𝑑c の
計算値と測定値は誤差率 15%以内で一致する．

6. まとめ
階段状水路での空気混入不等流に対し，レイノルズ数

𝑅e = 2.3 × 106 の場合についても，(4)，(6)，(7)，(8)の空
気混入率と水面形の解析的計算法を適用できることが示さ
れた．
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