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Abstract : We study analytical mechanics and canonical quantization of the damped harmonic oscillator on the

basis of a modified Lagrangian including a physical limit condition.

１．導入
Galleyは，通常の変分原理では散逸系を正しく記述で
きないことを指摘し，それに代わる散逸系も記述できる
ような変分原理を提唱した [1]．この変分原理では力学変
数を倍加し，計算の最終段階において物理的極限と呼ば
れる要請をおき，自由度を元に戻す．
本研究では，Galleyによる散逸系の古典論を量子論に
移行できるように，物理的極限の要請（拘束条件）を古
典論のラグランジアンの段階で組み込む．その後，散逸
系の量子論における物理的極限を導く．特に，今回はこ
の過程を一次元減衰調和振動子系に対して適用し，議論
を進める．

２．Galleyの変分原理
N 個の一般座標 qi と一般速度 q̇i ≡ dqi

dt を持ち，ラ
グランジアンが L(qi, q̇i, t)であるような力学系に対して
Galleyの変分原理は以下のように定式化される [1]．
まず，一般座標を qi → (qi1, qi2)と倍加し，それに伴っ
て一般速度も q̇i → (q̇i1, q̇i2)のように倍加する．このと
き，作用は

S =

∫ tf

ti

dtΛ , Λ ≡ L(qi1, q̇i1, t)− L(qi2, q̇i2, t)

+K(qi1, q̇i1, qi2, q̇i2, t) (1)

であるとする．ただし，K(qi1, q̇i1, qi2, q̇i2, t)は，非保存
力を与えるポテンシャルである．次に，初期時刻におい
ては，通常の変分原理と同様に座標を固定する条件

δqi1(ti) = δqi2(ti) = 0 (2)

を課し，一方で，終時刻においては次の等価条件を課す．

qi1(tf) = qi2(tf) , q̇i1(tf) = q̇i2(tf). (3)

作用 (1)を変分して，初期条件 (2)と等価条件 (3)を用いる
ことで δS =

∫ tf
ti

dt
∑N

i=1[δqi1(
∂Λ
∂qi1

− d
dt

∂Λ
∂q̇i1

)+δqi2(
∂Λ
∂qi2

−
d
dt

∂Λ
∂q̇i2

)]が得られる．変分 δqi1と δqi2は任意であるため，
ハミルトンの原理 δS = 0から運動方程式

∂Λ

∂qi1
− d

dt

∂Λ

∂q̇i1
= 0 ,

∂Λ

∂qi2
− d

dt

∂Λ

∂q̇i2
= 0 (4)

が導かれる．最後に，物理的極限と呼ばれる条件

qi1(t) = qi2(t) (5)

を課すことにより，運動方程式 (4)は[
∂Λ

∂qi1
− d

dt

∂Λ

∂q̇i1

]
qi1=qi2

= 0 (6)

のように１つになる [1]．
３．物理的極限を取り入れた作用
Galleyの変分原理では，計算の最終段階で物理的極限

(5)を要請した．本研究では，量子論への移行を考慮に
入れて，ラグランジアンの段階で物理的極限 (5)を組み
込む．このとき，作用 (1)は

S̃ =

∫ tf

t
i

dtΛ̃ , Λ̃ ≡ Λ + λ

N∑
i=1

(qi1 − qi2)
2 (7)

と修正される．ここで，λはラグランジュ未定係数である．
この作用の変分をとって，初期条件 (2)と等価条件 (3)を課
すことで，δS̃ =

∫ tf
ti

dt
∑N

i=1[δqi1{
∂Λ
∂qi1

− d
dt

∂Λ
∂q̇i1

+2λ(qi1−
qi2)}+δqi2{ ∂Λ

∂qi2
− d

dt
∂Λ
∂q̇i2

−2λ(qi1−qi2)}+δλ(qi1−qi2)
2]

が得られる．変分 δqi1, δqi2, δλは任意であるため，運動
方程式

∂Λ

∂qi1
− d

dt

∂Λ

∂q̇i1
= −2λ(qi1 − qi2), (8)

∂Λ

∂qi2
− d

dt

∂Λ

∂q̇i2
= 2λ(qi1 − qi2), (9)

N∑
i=1

(qi1 − qi2)
2 = 0 (10)

が導かれる．式 (10)は qi1− qi2 = 0を意味するから物理
的極限 (5)と等価である．式 (5)を式 (8)と式 (9)に代入
すると，式 (6)が得られるため，修正された作用 (7)は，
物理的極限を組み込んでおり，Galleyが得た結果を再現
することがわかる．
４．減衰調和振動子の正準形式
ここでは，具体例として一次元減衰調和振動子を考察
する．そのラグランジアンは，式 (7)の特殊な場合とし
て次のように与えられる．

Λ̃ = mq̇+q̇− −mω2q+q−

− γ

2
(q̇+q− − q+q̇−) + λq2−. (11)
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ここで，変数 q+と q−は q+ ≡ 1
2 (q1 + q2), q− ≡ q1 − q2

のように定義される．ただし，mは振動子の質量，ωは
角振動数，γ は抵抗係数である．また，ラグランジアン
(11) は，λ = 0 のときに Bateman が 1931 年に与えた
ラグランジアンに一致し，減衰調和振動子と増幅調和振
動子の両方を対等に記述する [2]．作用 (7)にラグランジ
アン (11) を代入して，変分をとり初期条件 (2) と等価
条件 (3)を課すことで δS̃ =

∫ tf
ti

dt[δq−(−mq̈+ − γq̇+ −
mω2q+ + 2λq−) + δq+(−mq̈− + γq̇− −mω2q−) + δλq2−]

が得られる．変分 δq+, δq−, δλは任意であるため，ハミ
ルトンの原理 δS̃ = 0から運動方程式

mq̈+ + γq̇+ +mω2q+ = 2λq−, (12a)

mq̈− − γq̇− +mω2q− = 0, (12b)

q2− = 0 (12c)

が得られる．式 (12c)は物理的極限

q− = 0 (13)

すなわち q1 = q2 を与える．これを増幅調和振動子の
運動方程式 (12b) に代入すると式 (12b) は 0 = 0 と
なり，意味をなさない．一方で，運動方程式 (12a) に
式 (13) を代入すると，減衰調和振動子の運動方程式
mq̈++γq̇++mω2q+ = 0が得られる．したがって，ラグ
ランジアン (11)は減衰調和振動子のみを記述しており，
物理的極限 (13)を組み込んでいることがわかる．
正準運動量は p+ ≡ ∂Λ̃

∂q̇−
= mq̇+ + γ

2 q+, p− ≡ ∂Λ̃
∂q̇+

=

mq̇− − γ
2 q−, pλ ≡ ∂Λ̃

∂λ̇
= 0 のように得られる．最後の

式は拘束条件 ϕ ≡ pλ ≈ 0 になる．ただし，≈ は弱
等号と呼ばれ，ポアソン括弧内では用いることができ
ないことを表している．正準ハミルトニアンは ΘC ≡
q̇−p++ q̇+p−+ λ̇pλ−Λ̃ = 1

mp−p++ γ
2m (p+q−−p−q+)+

m(ω2− γ2

4m2 )q+q−−λq2− と得られて，全ハミルトニアン
はΘT ≡ ΘC+uϕと定義される．ただし，uは拘束条件に
対応するラグランジュ未定係数である．ここで，ポアソン
括弧は {q+, p−}PB = 1, {q−, p+}PB = 1, {λ, pλ}PB = 1

と定義される．ただし，それ以外のポアソン括弧は 0で
ある．拘束条件 ϕ ≈ 0は時間発展の下で変化しないとい
う要請 (整合性の条件) より，ϕ̇ = {ϕ,ΘT}PB = q2− ≈ 0

が得られて，これは新たな拘束条件 χ1 ≡ q2− ≈ 0にな
る．同様の操作を繰り返すことで，次の拘束条件が得ら
れる．

ϕ ≡ pλ ≈ 0, (14a)

χ1 ≡ q2− ≈ 0, (14b)

χ2 ≡ 2

m
q−p− ≈ 0, (14c)

χ3 ≡ 2

m2
p2− ≈ 0. (14d)

これらの拘束条件は，第一類拘束条件に分類される．

５．減衰調和振動子の正準量子化
ディラックの手法にしたがって，正準変数を (q−, p+) →

(q̂−, p̂+), (q+, p−) → (q̂+, p̂−), (λ, pλ) → (λ̂, p̂λ)のよう
に演算子に置き換えて，これらに対して適切な交換関係
を設定する．正準量子化において，拘束条件 (14)は次の
ように物理的状態 |Ψ⟩の定義となる．

ϕ̂|Ψ⟩ ≡ p̂λ|Ψ⟩ = 0, (15a)

χ̂1|Ψ⟩ ≡ q̂−q̂−|Ψ⟩ = 0, (15b)

χ̂2|Ψ⟩ ≡ 2

m
q̂−p̂−|Ψ⟩ = 0, (15c)

χ̂3|Ψ⟩ ≡ 2

m2
p̂−p̂−|Ψ⟩ = 0. (15d)

式 (15b)の左から物理的状態 |Ψ⟩の共役 ⟨Ψ|をかけると，
式 (15b)は ⟨Ψ|q̂−q̂−|Ψ⟩ = 0になる．これに内積の正定
値性と q̂−がエルミート演算子であることを適用すると，
q̂−|Ψ⟩ = 0 が求まる．この式は物理的極限 (13) に対応
していることがわかる．式 (15d)に同様の操作を施すと，
p̂−|Ψ⟩ = 0が得られる．以上のように，量子論における
物理的極限は

q̂−|Ψ⟩ = 0, (16a)

p̂−|Ψ⟩ = 0 (16b)

のような物理的状態を規定する条件であることがわかった．

６．まとめと今後の課題
Galleyの変分原理における物理的極限をラグランジア
ンの段階で組み込み，修正された作用 (7)を与えた．具
体例として一次元減衰調和振動子を考察し，量子論にお
ける物理的極限が物理的状態を規定する条件 (16)として
導かれた．
今後の課題は，量子論における物理的極限 (16)は一般
論でも成り立つのかを調べることである．また，本研究
における物理的極限 (16)と過去の論文 [3]で与えられた
量子論における物理的極限の相違を明らかにすることで
ある．
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