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Abstract: First, the method for analyzing the differential 

equations is described, and then the competitive differential 

equations of the two species are considered. 

1.ヌルクライン 

関数𝑥 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)に関する系 

𝑥′ = 𝑓 (𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 )

𝑥′ = 𝑓 (𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 )
⋮

𝑥′ = 𝑓 (𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 )

 

に対して𝑥 ヌルクラインとは,𝑥 が0になる,つまり 

𝑓ｊ
(𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 ) = 0によって定まる点の集合のこと

である. 

2.線形化方程式 

𝑋 = (𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 )とおき,上の系を𝑋 = 𝐹(𝑋)とかく. 

𝐹(𝑋 ) = 0をみたす点𝑋 における𝐹のヤコビ行列を

𝐷𝐹 とかく. 

𝑌 = 𝐷𝐹 𝑌によって与えられる線形系を𝑋 の近傍で

の線形化系という. 

線形化定理 𝑛次元の非線形系𝑋 = 𝐹(𝑋)の平衡点𝑋

が双曲的であるとするとき,𝑋 の近傍におけるこの非

線形系の流れは,その線形化系の流れと共役になる. 

3.二種の生物の競争 

𝑥 = 𝑥(1 − 𝑎𝑥 − 𝑦)

𝑦 = 𝑦(𝑏 − 𝑥 − 𝑦) (𝑎, 𝑏 > 0)
 

𝑥, 𝑦は種の個体数とし,ロジスティクス方程式 

𝑥’ = 𝑥(1 − 𝑎𝑥)に一方の種の成長率が,他方の種の個

体数に比例して減少することを仮定している. 

𝑥, 𝑦 ≥ 0のみ考える. 

まずヌルクラインを見るとそれぞれ以下の通りであ

る. 

𝑥-ヌルクライン⋯ 𝑥 = 0(𝑦軸),𝑙: 𝑦 = 1 − 𝑎𝑥 

𝑦-ヌルクライン⋯ 𝑦 = 0(𝑥軸),𝑚: 𝑦 = 𝑏 − 𝑥 

これらヌルクラインによるグラフは以下の四通りに

分別できる. 

 

 

いずれの場合も平衡点はｙ軸∩ 𝑥軸,𝑦軸∩ 𝑚,𝑥軸∩

𝑙,𝑙 ∩ 𝑚の 4 つありそれぞれ(0,0),(0, 𝑏), , 0 , 

, (𝑎 ≠ 1)である.平衡点の近傍の流れを見る

ため各点におけるヤコビ行列を計算し固有値𝜆を求め

ると,平衡点(0,0)では𝜆 = 1, 𝑏,平衡点(0, 𝑏)では𝜆 =

−𝑏, 1 − 𝑏 ,平衡点 , 0 では 𝜆 = −1, 𝑏 − ,平衡点

, では 

𝜆 =
±

( )( )

となる. 

𝑎, 𝑏の大きさに注意して固有値の符号をみる.平衡点

(0,0)では,𝑏 > 0より固有値は常どちらも正になり平

衡点は源点である.平衡点(0, 𝑏)では,𝑏 > 1のとき,固

有値はどちらも負になり平衡点は沈点となる.𝑏 < 1

のとき,固有値は正と負になり平衡点は鞍点となる.

平衡点 , 0 では,𝑎𝑏 > 1のとき,固有値は正と負にな

り鞍点なる.𝑎𝑏 < 1のとき固有値はどちらも負になり

平衡点は沈点になる.平衡点 , では,𝑎 <

1, 𝑏 > 1, 𝑎𝑏 < 1のとき固有値は正と負になり平衡点は

鞍点になる.𝑎 > 1, 𝑏 < 1, 𝑎𝑏 > 1のとき固有値はどち

らも負になり平衡点は源点となる. 
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これらをふまえると以下のような平衡点の分岐図に

なる. 

 

4.二種の生物の競争と移出 

𝑥 = 𝑥(1 − 𝑎𝑥 − 𝑦)

𝑦 = 𝑦(𝑏 − 𝑥 − 𝑦) + ℎ (𝑎, 𝑏 > 0)
 

ここでは𝑦は一定の割合で個体が移出する. 

𝑥, 𝑦 ≥ 0のみ考える.ここではℎ < 0として考える. 

まずヌルクラインを見るとそれぞれ以下の通りであ

る. 

𝑥-ヌルクライン⋯ 𝑥 = 0(𝑦軸),𝑙: 𝑦 = 1 − 𝑎𝑥 

𝑦-ヌルクライン⋯ 𝑛: 𝑦(𝑏 − 𝑥 − 𝑦) + ℎ = 0 

ℎ = −1, ℎ < −1, −1 < ℎ < 0 で場合分けして考える. 

ℎ = −1のとき𝑦軸との交点を見ると 

0,
±

であるから𝑏 = 2のとき 1 個 

𝑏 > 2のとき 2 個交点がある.またグラフ(1)より 

𝑙と𝑛との交点は𝑏 ≥ 2のとき常に一つある.従って𝑏 <

2のとき交点 0 個,𝑏 = 2のとき交点 1 個,𝑏 > 2のとき

交点 3 個となる. 

ℎ < −1のとき𝑦軸との交点を見ると 

0,
±

であるから𝑏 ≥ 2√−ℎで交点がある.また

グラフ(2)より𝑏 ≥ 1 − ℎのとき𝑙と𝑛はｌ個交点を持

つ. 

したがって𝑏 < 2√−ℎのとき交点 0 個,𝑏 = 2√−ℎのと

き交点 1 個,2√−ℎ < 𝑏 ≤ 1 − ℎのとき交点 2 個, 

1 − ℎ < 𝑏のとき交点 3 個となる.  

 

-1 < ℎ < 0のとき𝑦軸との交点を見ると 

0,
±

であるから𝑏 ≥ 2√−ℎで交点がある. 

𝑙が𝑛に接することを見るために式変形すると 

𝑙: 𝑥 = − + ,𝑛: 𝑥 = 𝑏 − 𝑦 + となる. 

傾きが等しいこと,𝑎 > 0,𝑥, 𝑦 ≥ 0より, 

𝑎 > > 1のときに𝑙, 𝑛は交点をもつ. 

𝑙と𝑛の交点の判別式𝐷 = 𝑏 − − 4ℎ − 1 の符号

を考えると𝑏 ≥ + 2√−ℎ 1 − のとき,または 

𝑏 ≤ − 2√−ℎ 1 − のとき交点をもつ. 

𝑙と𝑛の交点の𝑦座標 

𝑦 =

1
𝑎

− 𝑏 ± 𝑏 −
1
𝑎

− 4ℎ
1
𝑎

− 1

2
1
𝑎

− 1
 

の符号をみると𝑏 ≤ − 2√−ℎ 1 − のときは𝑦が負に

なるため不適切.またグラフ(3)より𝑏 ≥ 1 − ℎのとき𝑙

と𝑛の交点は,かならず１個ある. 

これらをふまえると以下のような平衡点の分岐図に

なる. 
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