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Abstract: Regression analysis is one of the important typical tasks in image or speech recognition, economics and so on. In
this paper, we consider the generalization error of regression problem in Bayesian estimation, which describes how precisely
the predictive function approximates the true density function.

1. はじめに

近年，画像認識や音声認識，経済学などに応用されてい

る機械学習の代表的なタスクの１つとして回帰手法があ

る．回帰とは入力から出力を予測するための関数をデータ

から求めるタスクである．ここでは，ベイズ推測における

回帰問題について述べる．ベイズ推測においては，推測関

数の誤差を測るための汎化誤差が重要である．汎化誤差

を求めるためには真の分布が必要になるが，現実の問題

では真の分布は不明である．本稿では回帰問題において，

真の分布が未知の場合，サンプルから得られる経験誤差

から汎化誤差を推測する手法について述べる．

2. 回帰関数

回帰の目的は，入力 xと出力 y からなる訓練データ集

合が与えられたとき，新しい入力X から対応する Y の値

を予測することである．そのために，新しい入力X から

対応する Y の値の予測となるような関数 f(x)のうち，誤

差が最も小さくなるようなものを選ぶことを目指す．誤差

を測る関数として，回帰でよく使われているのは二乗誤

差である．二乗誤差を最小にするものとして，次で定義す

る回帰関数がある．

定義 1 (回帰関数) X,Y を確率変数とする．

X = xのときの Yの平均値

E[Y |x] =
∫

yp(y|x)dy

を xから yへの回帰関数という．

定理 2 関数 y = f(x)が与えられたとき，その二乗誤差を

表す汎関数を

E[(Y − f(X))2] =

∫ ∫
(y − f(x))2p(x, y)dxdy

とすると，E[(Y − f(X))2]は f(x) = E[Y |x]のとき最小
になる．
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(証明)
E[(Y − f(X))2]

=
∫ ∫

(y − f(X))2p(x, y)dxdy

=
∫ ∫

{y − E[Y |x] + E[Y |x]− f(x)}2p(x, y)dxdy
=

∫ ∫
{{y − E[Y |x]}2 + 2{y − E[Y |x]}{E[Y |x]− f(x)}
+ {E[Y |x]− f(x)}2}p(y|x)p(x)dxdy

=
∫ ∫

{y − E[Y |x]}2p(y|x)dyp(x)dx
+

∫
{E[Y |x]− f(x)}2p(x)dx

よって，f(x) = E[Y |x]のとき最小になる． 2

3. ベイズ推測における回帰関数の推定

確率変数 (X,Y )を RM ×RN に値をとるものとし，そ

の確率密度関数を

q(x, y) =
q(x)

(2πσ2)
N
2

exp(−|y − r0(x)|2

2σ2
)

とする．ここで q(x)はX ∈ RM の確率密度関数，σ > 0

は定数，r0(x)はRMからRN への関数とする．関数 r0(x)

を真の回帰関数と呼ぶ．また，| · | は RN におけるノル

ムを表す．{(Xi, Yi); i = 1, 2, ..., n}を q(x, y)に従う独立

なサンプルとする．パラメータの集合を W ⊂ Rd とし，

r(x,w)を RM ×W から RN への関数とする．H(w)を

H(w) =
1

2

n∑
i=1

|Yi − r(Xi, w)|2

とする．パラメータwの関数 F (w)が与えられたとき，平

均をとる操作 Ew[ ]を

Ew[F (w)] =

∫
F (w) exp(−βH(w))ϕ(w)dw∫

exp(−βH(w))ϕ(w)dw

と表記する．ϕ(w)は wの事前分布，β は逆温度と呼ばれ

る定数である．Ew[ ]を用いて計算される回帰関数

y = Ew[r(x, y)]

を回帰関数のベイズ推測と呼ぶことにする．
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定義 3 (汎化誤差,経験誤差)

G =
1

2
EXEY [|Y − Ew[r(X,w)]|2]　

T =
1

2n

n∑
i=1

|Yi − Ew[r(Xi, w)]|2

をそれぞれ，汎化誤差，経験誤差という．

もし，フィッシャー情報行列

Iij(w) =

∫
∂

∂wi
r(x,w)・

∂

∂wj
r(x,w)q(x)dx

が任意の w ∈ W で正定値であれば正則回帰問題といい，

そうでないとき，すなわち，ある w ∈ W が存在して，

det I(w) = 0であるとき，特異回帰問題といわれる．次

の定理 6と定理 7は正則でも特異でも成り立つ．

定義 4 K(w) = 1
2

∫
|r(x,w)− r0(x)|2q(x)dxと定義する.

K(w)が解析関数であれば

ζ(z) =

∫
W

K(w)zφ(w)dw

は Re(z) > 0において正則関数であり，有理型関数とし

て複素平面全体に解析接続することができる．その極は

すべて負の有理数である．ζ(z)の最大の極を (−λ)とし，

位数をmとする．

定数 λ > 0を実対数閾値と呼ぶ．

定義 5

Vn =

n∑
i=1

(Ew[|r(Xi, w)|2]− |Ew[r(Xi, w)]|2)

とおくと，ある定数 ν = ν(β) > 0が存在して

lim
n→∞

E[Vn] =
2ν

β

が成り立つ．定数 ν を特異ゆらぎと呼ぶ．

定理 6 S = Nσ2

2 とする．ある w0 ∈ W が存在し

て r(x,w0) = r0(w)のとき，

lim
n→∞

n(E[G]− S) =
λ− ν

β
+ νσ2

lim
n→∞

n(E[T ]− S) =
λ− ν

β
− νσ2

が成り立つ．

正則回帰問題の場合は，

lim
n→∞

n(E[G]− S) =
dσ2

2

lim
n→∞

n(E[T ]− S) = −dσ2

2

となる．

実対数閾値 λと特異ゆらぎ ν が特異回帰問題のベイズ

推測において重要な値であることが分かる．

定理 7
E[G] = E[(1 +

2βVn

nN
)T ] + on

ここで，on は nの関数であり，non → 0 (n → ∞)を満

たす．

補題 8 E[VnT ]− E[Vn]E[T ] → 0 (n → ∞).

(定理 7の証明)
定理 6より，

E[G] =
Nσ2

2
+ (

λ− ν

β
+ νσ2)

1

n
+ on

E[T ] =
Nσ2

2
+ (

λ− ν

β
− νσ2)

1

n
+ on.

よって

E[G]− E[T ] =
2νσ2

n
+ on

E[G] = E[T ] +
2νσ2

n
+ on

= E[T ](1 +
2βE[Vn]

Nn
) + on

であることと，補題 8より定理を得る． 2

V と T は真の分布が未知の場合でも，サンプルから計算

できるので，定理 5によりサンプルからE[G]が得られる．
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