
跡公式のカスピダル類似とGL(2)×GL(3)の L関数の中心値の非消滅について
A cuspidal analogue of trace formula and non-vanishing of central values of L-functions for GL(2)×GL(3).
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Abstract: Let ϕ be an even Hecke-Maass cusp form of level 1 such that L(1/2, ϕ) ̸= 0. We give an exact formula of an
average of the triple product µf (ϕ) of ϕ, f and f̄ , where f runs over the set Hk, an orthonormal basis of Hecke eigenforms
of the space of elliptic cusp forms of weight k and level 1. As an application, we give a quantitative estimate on the infinitude
of f ∈

⋃
k≥12 Hk with L(1/2, ϕ×Ad(f)) ̸= 0. This is a joint work with Masao Tsuzuki (Sophia University).

1. はじめに
さて, H = {z ∈ C | Im(z) > 0}を Poincaré上半平面と
する. f を重さ k,レベル 1の楕円カスプ形式とする. f に
よって重みづけられた積分

µf (ϕ) =

∫
SL2(Z)\H

ϕ(z)|f(z)|2yk dxdy
y2

(但し ϕ : H → Cはテスト関数)は Riemann面 SL2(Z)\H
上の測度を定め,量子一意エルゴード性 (Quantum Unique
Ergodicity, 略して QUE) の観点でこれまで研究されてき
た. 本研究ではテスト関数 ϕをレベル 1の evenな Hecke-
Maassカスプ形式で L(1/2, ϕ) ̸= 0となるものとし, µf (ϕ)

の Hecke固有値 λf (n)による加重平均 (和は重さ k,レベ
ル 1, Peterssonノルム 1の Hecke固有形式 f を亘る)の公
式を, 数論的データによって exactに記述する. 応用とし
て, L(1/2, ϕ × Ad(f)) ̸= 0となる f ∈

⋃
k≥12 Hk が無数

に存在することを定量的に与える. ここで Adは随伴表現
Ad : GL2(C) → PGL3(C) に付随するリフティングであ
り, GL(2)の保型表現を GL(3)の保型表現へ写すもので
ある. また L(s, ϕ × Ad(f))は GL(2) ×GL(3)の Rankin-
Selberg L関数である. 本研究は都築正男氏 (上智大学)と
の共同研究である.

2. 量子一意エルゴード性と保型形式
µf の背景について説明しておく. QUE予想とは, Rud-

nick, Sarnak (1994)により提唱された次の予想である:「負
曲率のコンパクトRiemann多様体Mのラプラシアン∆の
スペクトル展開に現れる固有値 0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·
に対する固有関数からなる完全正規直交系を {ϕj}∞j=0 と
する (∆ϕj = λjϕj). この時, M の体積要素を dµとすると,
λj → ∞とした時の重み付き測度 µϕj

= |ϕj(x)|2dµ(x)の
弱 ∗極限 (量子極限)が存在し,その極限は vol(M)−1dµで
与えられるだろう」. QUE予想は整数論,特に数論的多様
体及びその上の保型形式と深い関係にあり,数論的量子カ
オスの主題の一つである. 例えば QUEとその整数論への
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応用に関して, 2010年に Lindenstraussが Fields賞を受賞
したことは有名であろう. QUE予想は非コンパクト数論
的多様体 SL2(Z)\Hでも考えることができて,この場合は
ラプラシアンの固有関数 ϕj にあたるものはMaass波動形
式という実解析的保型形式である. 序盤で紹介した µf は,
ϕj の代わりに SL2(Z)不変でない正則関数 f によって定
義されている. µf に関する QUEは正則量子一意エルゴー
ド性 (holomorphic QUE)と呼ばれている. kごとに重さ k

のHecke固有形式 f で Peterssonノルムが 1となるものを
取っておく時, holomorphic QUE予想とは

lim
k→∞

µf =
3

π

dxdy

y2

という量子極限の存在のことをいう. この予想はHolowin-
sky, Soundararajan (2010)によって解決された.

3. Exact formula

まず, ϕ : H → Cをレベル 1のMaassカスプ形式とする.
これは H上の双曲ラプラシアン −y2( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 )の固有
関数であるので,その固有値を 1−ν2

∞
4 とする. さらに, ϕは

evenかつ Hecke-Maassカスプ形式であるとする. evenは
ϕ(−z̄) = ϕ(z)を満たすことであり, Hecke-Maassカスプ形
式とは, Hecke作用素の族 {Tn}nの同時固有関数になって
いることである. ここでは n = 1における ϕの Fourier係
数が 1になるように正規化しておく. Tn (n ∈ N)の固有値
を λϕ(n)とし,各素数 pに対して, λϕ(p) = pνp/2 + p−νp/2

と書くことにする.
a ∈ Rを変数とする特殊関数を以下のように定める:

O+,(ν∞)
k (a) =

2π

Γ(k)

∣∣∣∣∣ Γ(k + ν∞−1
2 )

π(−1−ν∞)/4Γ( 1+ν∞
4 )

∣∣∣∣∣
2

ch{|x|>1}(a)

×
√
a2 − 1P1−k

ν∞−1
2

(|a|),

O−,(ν∞)
k (a) =

πi

Γ(k)

∣∣∣∣Γ(k +
ν∞ − 1

2

)∣∣∣∣2 sgn(a)√a2 + 1
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× {P1−k
ν∞−1

2

(ia)−P1−k
ν∞−1

2

(−ia)}.

ここで, Pµ
ν (z)は第一種 Legendre陪関数である (定義域は

C − (−∞, 1]). ch{|x|>1} は R上の {x ∈ R | |x| > 1}の特
性関数である.
∆ ∈ Zを判別式とする. 基本判別式全体を Dとする時,

D ∈ D ∪ {1}と自然数 f ∈ Nによって ∆ = Df2 と一意
的に書ける. この時,

B(νfin;∆)

=
∏
p|f

(
ζp(−νp)

Lp(
−νp+1

2 , χD)
|f |

νp−1

2
p +

ζp(νp)

Lp(
νp+1

2 , χD)
|f |

−νp−1

2
p

)

とおく.　ここで ζp, LpはRiemannゼータ関数とDirichlet
L関数の p-Euler因子とし, χD は類体論によりQ(

√
D)に

対応する Dirichlet指標とする.
D ∈ Dに対するϕの周期PD(ϕ)は,判別式がDの 2次形
式に関係する積分ないし和で定義される. Z係数の判別式D

の原始的 2次形式で負定値でないもの全体をF(D)とする.
この集合にはPSL2(Z)が (Q[ a b

c d ])(x, y) = Q(ax+by, cx+

dy)により作用し, F(D)/PSL2(Z)の濃度はQ(
√
D)の狭

義類数になる. {Q1, Q2, . . . , Qh}を F(D)/PSL2(Z)の完
全代表系とし, Stab(Qj) = {γ ∈ PSL2(Z) | Qjγ = Qj}と
おく. D < 0の時は, Qj(z, 1) = 0の 2つの解のうち Hに
含まれるほうを zQj

として,

PD(ϕ) =

h∑
j=1

1

#Stab(Qj)
ϕ(zQj

)

とおく.また, D > 0の時には, Qj(z, 1) = 0の 2つの解は
実数であり,その 2つを結ぶH上の測地線をΩj とする時,

PD(ϕ) =

h∑
j=1

∫
Stab(Qj)\Ωj

ϕ(z)

√
Ddz

Qj(z, 1)

とおく.
以上の準備の下で,次の exact formulaが成り立つ.

定理 1 ([1]) k ≥ 4は偶数とし, n ∈ Nとする. この時,
4π

k − 1
n1/2

∑
f∈Hk

µf (ϕ)λf (n)

=
1

4
L̂(1/2, ϕ)

∑
(d1,d2)∈N2

n=d1d2, d1 ̸=d2

B(νfin; (d1 − d2)
2)

×O+,(ν∞)
k ( d1+d2

d1−d2
) +

1

2

∑
D∈D

2δ(D<0)PD(ϕ)

×
∑

t∈T (n,D)

B(νfin; t
2 − 4n)Osgn(t2−4n),(ν∞)

k ( t√
|t2−4n|

).

ここで L̂(s, ϕ) は ϕ の完備スタンダード L 関数であり,

δ(D < 0) は D が負の時に 1, そうでない時は 0 とする.

T (n,D) = {t ∈ Z | ∃f ∈ N, t2 − 4n = Df2}とおく. 第 2

項の無限和は絶対収束する.

4 ≤ k < 12の時は楕円カスプ形式の空間は 0次元だが,
この時も上の公式が成立することに注意せよ.
ϕがカスプ形式でない場合を考えると, ϕが定数関数 1

の時,対応する公式はEichler-Selberg跡公式である. また ϕ

が実解析的 Eisenstein級数の場合に対応する公式は Zagier
の公式である. 従って,上の公式は Eichler-Selberg跡公式
や Zagierの公式の類似物といえる.
判別式 ∆ = Df2 に対して P∆(ϕ) = PD(ϕ)とおく. 上
の公式の応用として, µf (ϕ)の 1次モーメントの漸近公式
を得ることができる.

定理 2 ([1]) 任意の n ∈ Nに対して,
2

K

∑
k∈[K,2K)∩2N

(−1)k/2
∑
f∈Hk

µf (ϕ)λf (n)

K→∞−−−−→1

2
n−1/2P−4n(ϕ)B(νfin;−4n).

さらに,この漸近公式の応用も述べておく.

Xϕ := {n ∈ N | −4n ∈ D & L(1/2, ϕ⊗ χ−4n) ̸= 0},

Nϕ,n(K) := #{f ∈
⋃

K≤k<2K

Hk | L(1/2, ϕ×Ad(f))λf (n) ̸= 0}

とおき, d(n) :=
∑

0<d|n 1とする.

系 3 ([1]) L(1/2, ϕ) ̸= 0を仮定する. この時, 任意の n ∈
Xϕと任意の ϵ > 0に対して,あるKϕ,n,ϵ > 0が存在して,

任意のK ≥ Kϕ,n,ϵ に対して,

Nϕ,n(K) ≥ 1− ϵ

16π

1√
nd(n)2

L(1/2, ϕ⊗ χ−4n)

C(ϕ)L(1,Ad(ϕ))
×K.

ここで, C(ϕ) =
∏

p(1− p−2)(1− p−1λϕ(p)

p1/2+p−1/2 )である.

注意として, 0 < ϵ < 1の時, 不等式の右辺は正である.
また, 系の仮定を満たす ϕ と n は沢山ある. 実際, 本橋
(1992)の結果より, L(1/2, ϕ) ̸= 0なる ϕは無数に存在し,
Friedberg, Hoffstein (1995)の結果よりXϕも無限集合であ
る. Luo, Sarnak (2004)の 2次モーメントの漸近公式から
分かるのは limK→∞ Nϕ,1(K) = ∞なので,上の系は彼ら
の結果の n付き定量化である.
最後に証明について簡単に述べておく. 定理 1は,保型
形式をアデールに持ち上げてGL2(AQ)の保型表現の言葉
で書き下すことで示される. これにより球関数の重複度 1

定理が有効になる. 定理 2は,定理 1の右辺の各項を kに
関して評価することで得られる. 系 3は Luo, Sarnakの 2
次モーメントの漸近公式と定理 2の 1次モーメントの漸
近公式を組み合わせて, Cauchy-Schwarzの不等式を使って
証明する. 詳細は [1]を参照せよ.
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