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Abstract: In this paper, we introduce the Euclidean Distance Degree (ED degree) of algebraic varieties, for analyzing the
complexity of fitting a variety, coming from a class of varieties, to a configuration of points in Rn. The ED degree of a variety
is defined by the number of critical points of the squared distance to a general point outside the variety, which mesures the
algebraic complexity.

1. はじめに

本稿では，多項式最適化問題の代数的複雑性の指標であ

る Euclidean Distance Degree (ED degree)を定義する．ま
た，観測点の集合が得られた時，ある代数多様体のクラ

スから最適な多様体を選ぶ回帰問題に適用し，ED degree
の観点からその複雑さについて考察する．

2. Euclidean Distance Degree (ED degree)

ED degreeは，general point p ∈ Cnから多様体 V ⊆ Cn

への 2乗ユークリッド距離関数の臨界点の個数である．Rn

上に制限して考察した場合，実臨界点の個数は，与えられ

た距離関数の極小値，極大値，鞍点の個数となる．この値

は，多項式最適化問題においての不変量となり，代数的複

雑さを測る指標となる．

定義 1 Kを体RまたはCとする．ユークリッド距離関数
の 2乗関数を

dE(p, x) =

n∑
i=1

(pi − xi)
2 : Kn ×Kn → K

と定義する．I =< f1, · · · fs > ⊂ R[x1, · · · , xn]を実数係

数多項式で定義されたイデアルとし，X ⊂ Cn をその対

応する多様体とする．また，

Ising = I+ < c× c −minors of J(f) >

とおく．ここで，cは I の余次元で J(f)は I のヤコビア

ン行列である．以下，I は既約な根基イデアルとする．

Isingに対応するXの特異点集合Xsingの影響を除いて，

臨界イデアルを次のように定義する．(
I+

⟨
(c+1)×(c+1)-minors of

(
p− x

J(f)

)⟩)
: (Ising)

∞

(1)

補題 2 p ∈ Cnを general pointとする．この時，臨界イデ

アルに対応する代数多様体は常に 0次元であり，有限個の
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点からなる．すなわち，それらの点は，pからX \Xsing

への 2乗ユークリッド距離関数の臨界点になる．

(証明) x ∈ X \Xsingを固定する．ヤコビアン行列 J(f)は，

ランク cなので，(c+ 1)× (c+ 1)-minors of

(
p− x

J(f)

)
の値が 0になる xの集合は，Cn上の次元 cとなるアフィ

ン線形部分空間になる．従って，式 (1)の値が 0となる点
(x, p) ∈ X × Cnの集合からなる多様体は既約であり，次

元が nである．よって，2番目の成分への射影 π を考え

れば，general point p ∈ Cn の fiber π−1(p)は 0次元，す
なわち有限個の点からなることが分かる． (証明終わり)

定義 3 (Euclidean Distance Degree) p ∈ Cn を general

pointとする．臨界イデアルに対応する代数多様体の有限

個の点の個数を EDdegree(X)とする．

例 4 (エッカート・ヤングの定理) r ≤ n ≤ mを正の整数

および l = nmとする．Xrを rankが r以下となる，n×m

行列全体の集合である行列多様体とする．この時，

EDdegree(Xr) =

(
n

r

)
(2)

となる．

(証明) n×mの行列 U と特異値分解について考える．

P = T1 · diag(σ1, σ2, · · ·σs) · T2

ここで σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σsは P の特異値，また，T1およ

び T2 は，それぞれ n × n行列，m ×m行列の直交行列

でである．このとき，エッカート・ヤングの定理により，

P ∗ = T1 · diag(σ1, σ2, · · ·σr, 0, · · · , 0) · T2

は，P に最も近いランク rの行列である．より一般に dE

の臨界点は

T1 ·diag(0, · · · , 0, σi1 , 0, · · · , 0, σi2 , · · · , σir , 0, · · · , 0) ·T2.
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ここで，{i1, · · · , ir | i1 < · · · < ir}は {1, · · · , s}から r個

の要素を選んだものである．これは，n個のうち r個を選

ぶ場合の数だけ存在するので，式 (2)が得られる．
(証明終わり)

このように，臨界超平面の場合は，エッカート・ヤング

の特異値分解定理を用いて解析的に計算可能である．

定義 5 (最適化問題) 多項式 fβ : Rn → Rr を考える．こ

の多項式の係数は β ∈ Rk に関する多項式とする．また，

Xβ ⊆ Rn を多項式 fβ の生成するイデアルに対応する多

様体とする． fβ は，Rn ×Rk 上の多様体の集合を定義し

ている．pi ∈ Rn(i = 1, · · · ,m), p = (p1, · · · , pm) ∈ Rmn

とする．最適化問題の目的は，与えられたデータ pに対

して，最適な β を求めることである．すなわち，次の式

で表される．

min
x∈Rmn

m∑
i=1

dE(xi, pi) (3)

s.t. ∃β ∈ Rk s.t. 1 ≤ ∀i ≤ m, fβ(xi) = 0

この最適化問題は，fβ(xi) = 0 を満たす，p に最も近

い x ∈ Rmn が存在する多様体 Vβ を決定する問題ともい

える．例 4では，fβ は超平面の集合である．EDdegreeは
データの個数mに依存しない．しかし一般にはmに依存

する値である．

定義 6

Cm,n := {(x, β) ∈ Cmn × Ck | fβ(xi) = 0, 1 ≤ i ≤ m}

を incidence多様体，その多様体 Cm,n の自然な射影

π : Cmn+k → Cmn による像の代数的閉包を Hm,n とし，

hypothesis多様体とよぶ.

Hm,n の general point x = (x1, · · · , xm)は，ある β ∈ Ck

が存在して，任意の xiに対して，fβ(xi) = 0が成立する．

定義 5において点 pが式 (3)の値を 0にするならば，明

らかに p ∈ Hm,n である．上記の定義から Hm,n は Cmn

上で定義 5の代数的閉包である．定義 5の最適解を見つ
けるための代数的複雑性は，その解が定められた多項式

に依存する．

定義 7 βEDdegree(Cm,n) を，射影 π によって Cmn+k

に引き戻した Cmn 上での距離を用いて，Cm,n の ED-
degree を定義する．すなわち，a, b ∈ Cmn+k 間での

距離を dE(π(a), π(b)) で与える．従って，a ̸= b でも

dE(π(a), π(b)) = 0 になることもあり，この引き戻し距

離は擬距離である． p ∈ Cmn に対して，臨界イデアルは

次のように定義される．(
ICm,n+

⟨
(c+1)×(c+1)-minors of

(
(p, 0)− (x, 0)

J(Cmn)

)⟩)

: ((ICm,n)sing)
∞

ここで，cは Cmn+k 上での Cm,n の余次元，ICm,n
は定

義 6で与えられたCm,nを決定する方程式によって生成さ

れるイデアルである．また，J(Cm,n) は ICm,n
のヤコビ

アン行列である．

一般に βEDdegree(Cm,n)は EDdegree(Hm,n)と等し

くはならない．例えば次の例がある．

例 8 m = 3, n = 2とする．すなわち，C2上に 3点が与え

られたとする．fβ = (x1−β1)
2+(x2−β2)

2−β3，β ∈ C3

とおく．このとき，3点を通る円はただ一つしか存在しな

いので，H3,2 = C6 であり EDdegree(H3,2) = 1である．

一方 βEDdegree(C3,2) = 4である．3点を通る円と，次

の図のような 3つの円が対応する．

図 1: βEDdegree(C3,2)に対応する 3つの円 [1]

次の定理が成り立つ．この定理は βEDdegree(Cm,n)が

EDdegree(Hm,n)の上界であることを示している．実際，

Hm,n の臨界点が Cm,n の臨界点の部分集合になる．

定理 9

EDdegree(Hm,n) ≤ βEDdegree(Cm,n)
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