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Abstract: Super-renormalizable quantum gravity theories without ghosts have been realized by using nonlocal Lagrangian densities. 

However, a special formalism, (1+1) dimensional Hamiltonian method, is needed to cast nonlocal theories into Hamiltonian 

formalism for canonical quantization. We consider a Hamiltonian formalism for the nonlocal theories, where nonlocal terms are 

replaced by local ones following the prescription of the (1+1) dimensional method.  

 

１． はじめに 

非局所的な場の理論は量子重力理論や超弦理論の構

築に用いられ，近年注目が高まっている．特に，２０

１５年Biswasにより非局所的な場の理論を用いること

でゴースト場を持たず１ループまで繰り込み可能な量

子重力理論が構築できることが指摘されている［１］． 

 その一方で，非局所的な場の理論には正準形式の構

築が困難だという問題点がある［２］．その点に取り組ん

だのが Kolar（２０２０）である．時間を 1次元拡張し

た（１＋１）次元ハミルトン形式であれば，非局所的

な場の理論においても正準形式を構築できると指摘し

ている［３］． 

 これらの先行研究を踏まえ，我々は Kolar の（１＋

１）ハミルトン形式を基にした新たな方法で非局所的

な場の理論の正準形式の構築を目指す． 

 

２．非局所場の置き換えと拘束条件の導入 

 本研究では，まず以下の非局所的な場を含む空間一

様な自由スカラー場の作用を用いて計算を行った． 

𝑆 = ∫ 𝑑𝑡 (−
1

2
𝑞(𝑡)𝑎(𝜕𝑡

2)𝑞̈(𝑡)) (1) 

ここで，𝑎(𝜕𝑡
2 )は 

𝑎(𝜕𝑡
2) = ∑ 𝑎𝑘𝜕𝑡

2𝑘

∞

𝑘=0

(2) 

で表される無限高階微分演算子である．この作用の非

局所性はこの演算子によって表現されている．一方で，

この高階微分が正準形式の構築を困難にする原因にも

なっている． 

 そこで，非局所的な場を次のような局所的な場に書

き換え，書き換えに伴う拘束条件を作用に導入する． 

𝑞̃(𝑡) = 𝑎(𝜕𝑡
2)𝑞(𝑡) (3) 

𝑆 = ∫ 𝑑𝑡 (−
1

2
𝑞(𝑡)𝑞̈̃(𝑡) +𝜉(𝑡)(𝑞̃(𝑡) − 𝑎(𝜕𝑡

2)𝑞(𝑡))) (4) 

さらに，部分積分を行い高階微分する対象を𝑞(𝑡)から

𝜉(𝑡)に変更しておく． 

𝑆 = ∫ 𝑑𝑡 (
1

2
𝑞̇(𝑡)𝑞̇̃(𝑡) +𝜉(𝑡)𝑞̃(𝑡) − 𝑞(𝑡)𝑎(𝜕𝑡

2)𝜉(𝑡)) (5) 

 

３．場の（１＋１）次元化 

 次に，以下の式に従って非局所場𝑎(𝜕𝑡
2)𝜉(𝑡)を（１＋

１）次元化する． 

𝐷(𝜕𝑡)𝜉(𝑡) = ∫ 𝑑𝑠 𝜉(𝑡 + 𝑠)𝐾(𝑠) (6) 

𝐷(𝜕𝑡)𝜉(𝑡)|𝜉(𝑡+𝑠)=Ξ(𝑡,𝑠) 

= ∫ 𝑑𝑠 Ξ(𝑡, 𝑠)𝐾(𝑠) = 𝐷(𝜕𝑠)Ξ(𝑡, 0) (7) 

空間一様な非局所的な場は，（６）式のような𝑡とは異

なる時間𝑠による積分で表現できる．そのような非局所

的な場は（７）式によって局所的に書き直すことがで

きる．これが場の（１＋１）次元化である． 

 （５）式に（６）,（７）の置き換えを施し，伴って

𝑞(𝑡), 𝑞̃(𝑡)を𝑡, 𝑠の関数𝑄(𝑡, 𝑠), 𝑄̃(𝑡, 𝑠)に置き換えたもの

が次の式である． 

𝑆 = ∫ 𝑑𝑡 (
1

2
𝑄′(𝑡, 𝑠)𝑄̃′(𝑡, 𝑠) + Ξ(𝑡, 𝑠)𝑄̃(𝑡, 𝑠) 

−𝑄(𝑡, 𝑠)𝑎(𝜕𝑠
2)Ξ(𝑡, 𝑠)) (8) 

ただし，ここで𝐹̇ = 𝜕𝑡𝐹,𝐹′ = 𝜕𝑠𝐹である． 

 

４．正準形式の構築 

 （８）式からオイラー・ラグランジュ拘束条件と運

動量拘束条件を導出する．まず，（８）のラグランジア

ンを 3 種類の場でそれぞれ変分を取ると次のようにな

る． 
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𝛿ℒ̂(𝑡, 𝑠)

𝛿Ξ(𝑡, 𝑠̃)
= 𝛿(𝑠 − 𝑠̃)𝑄̃(𝑡, 𝑠) − 𝑄(𝑡, 𝑠)𝑎(𝜕𝑠

2)𝛿(𝑠 − 𝑠̃) (9) 

𝛿ℒ̂(𝑡, 𝑠)

𝛿Q(𝑡, 𝑠̃)
=

1

2
𝛿′(𝑠 − 𝑠̃)𝑄̃′(𝑡, 𝑠) − 𝛿(𝑠 − 𝑠̃)𝑎(𝜕𝑠

2)Ξ(𝑡, 𝑠)(10) 

𝛿ℒ̂(𝑡, 𝑠)

𝛿𝑄̃(𝑡, 𝑠̃)
=

1

2
𝑄′(𝑡, 𝑠)𝛿′(𝑠 − 𝑠̃) + Ξ(𝑡, 𝑠)𝛿(𝑠 − 𝑠̃) (11) 

 この量を用いて，（１２）式で定義されるオイラー・

ラグランジュ拘束条件を求めると以下の通りになる． 

ΨX(𝑡, 𝑠) = ∫ 𝑑𝑠̃
𝛿ℒ̂(𝑡, 𝑠̃)

𝛿X(𝑡, 𝑠)
≈ 0 (12) 

ΨΞ(𝑡, 𝑠) = 𝑄̃(𝑡, 𝑠) − 𝑎(𝜕𝑠
2)𝑄(𝑡, 𝑠) ≈ 0 (13) 

Ψ𝑄(𝑡, 𝑠) = −
1

2
𝑄̃′′(𝑡, 𝑠) − 𝑎(𝜕𝑠

2)Ξ(𝑡, 𝑠) ≈ 0 (14) 

Ψ𝑄̃(𝑡, 𝑠) = −
1

2
𝑄′′(𝑡, 𝑠) + Ξ(𝑡, 𝑠) ≈ 0 (15)  

これらの式で用いられている≈は弱いイコールと呼ば

れ，ポアソン括弧をとった後に成り立つ等号である．

この 3式を連立すると，次の式が得られる． 

Ξ(𝑡, 𝑠) ≈ 0 (16) 

𝑄′′(𝑡, 𝑠) ≈ 0 (17) 

𝑄̃′′(𝑡, 𝑠) ≈ 0 (18) 

これから，𝑄, 𝑄̃は s の一次関数として表せ𝑄̃(𝑡, 𝑠) =

𝑎0𝑄(𝑡. 𝑠)から，𝑎0 = 1とするとき 

𝑄(𝑡, 𝑠) = 𝑄̃(𝑡, 𝑠) = 𝑞0(𝑡) + 𝑞1(𝑡)𝑠 (19) 

と書けることが分かる． 

 次に運動量拘束条件 

Φ𝑋(𝑡, 𝑠) = 𝑃𝑋(𝑡, 𝑠) − ∫ 𝑑𝑠̃ 𝜒(𝑠, −𝑠̃)
𝛿ℒ̂(𝑡, 𝑠̃)

𝛿X(𝑡, 𝑠)
≈ 0 (20) 

を考える．ここで𝑃𝑋(𝑡, 𝑠)は場𝑋(𝑡, 𝑠)に共役な運動量で 

𝜒(𝑠, −𝑠̃) =
1

2
(𝑠𝑔𝑛(𝑠) + 𝑠𝑔𝑛(−𝑠̃)) (21) 

である．恒等式 

𝜒(𝑠, −𝑠̃)𝛿(𝑛)(𝑠̃ − 𝑠) = ∑(−1)𝑘𝛿(𝑘)(𝑠)𝛿(𝑛−𝑘−1)(𝑠̃)

𝑛−1

𝑘=0

(22) 

を使い，Ξ, 𝑄, 𝑄̃に共役な運動量Π, 𝑃, 𝑃̃を（２０）式から

求めると次のようになる． 

Π(𝑡, 𝑠) = 𝑞1(𝑡) ∑ 𝑎𝑘𝛿(2𝑘−2)(𝑠) + 𝑞0(𝑡) ∑ 𝑎𝑘𝛿(2𝑘−1)(𝑠)

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

(23) 

𝑃(𝑡, 𝑠) =
1

2
𝛿(𝑠)𝑞1(𝑡) (24) 

𝑃̃(𝑡, 𝑠) =
1

2
𝛿(𝑠)𝑞1(𝑡) (25) 

 （１＋１）次元ハミルトン形式でのハミルトニアン

は以下の式で定義される． 

𝐻(𝑡) = ∫ 𝑑𝑠 (Π(𝑡, 𝑠)Ξ′(𝑡, 𝑠) + 𝑃(𝑡, 𝑠)𝑄′(𝑡, 𝑠) 

+𝑃̃(𝑡, 𝑠)𝑄̃(𝑡, 𝑠)) − ℒ̂(𝑡, 0) (26) 

実際にこれまで求めた量を代入して計算すると 

𝐻(𝑡) =
1

2
𝑞1

2(𝑡) (27) 

となる． 

 次に（１＋１）次元ハミルトン形式での正準方程式

を考えると，𝑄(𝑡, 𝑠)の微分に関して次のことが言える． 

𝑄̇(𝑡, 𝑠) =
𝛿𝐻(𝑡)

𝛿𝑃(𝑡, 𝑠)
= 𝑄′(𝑡, 𝑠) (28) 

これから 

𝑞̇0(𝑡) + 𝑞̇1(𝑡)𝑠 = 𝑞1(𝑡) (29) 

この式を𝑠の恒等式と見なせば， 

𝑞1(𝑡) = 𝑞0̇(𝑡) ≡ 𝑞̇(𝑡) (30) 

𝑞1̇(𝑡) = 𝑞̈(𝑡) = 0 (31) 

と分かる． 

 これより，ハミルトニアン（２７）は 

𝐻(𝑡) =
1

2
𝑞̇2(𝑡) (32) 

となる． 

 

５．まとめ 

 非局所場を局所場に置き換え拘束条件を加えた自由

場の作用について（１＋１）次元ハミルトン形式化を

施し，自由場のハミルトニアンを得られることを示し

た．次は，相互作用を持つ場について同様の計算を行

い，正準形式の構築を目指したい． 
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