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Abstract: In this paper, we outline that the non-equilibrium fluctuations of one dimensional Ginzaburg-Landau model are
governed by the Ornstein-Uhlenbeck process.

1. はじめに
微視的な現象を記述する系から,時空に対するスケール
変換とその極限をとることによって巨視的な系が導かれ
ることを流体力学極限といい, 巨視的な系は, 多くの場合
決定論的な偏微分方程式により記述される. 流体力学極限
は, 確率論的には大数の法則として捉えることができ, 自
然と関連した問題として,中心極限定理に相当することが
提起される. 中心極限定理は,系が平衡状態のときに平衡
揺動,そうでないときには非平衡揺動と呼ばれる. 本稿で
は, 1次元周期格子上の Ginzaburg-Landauモデルの非平衡
揺動 ([1])について概説する.

2. 設定
区間 [0, 1] で 0 と 1 を同一視した 1 次元単位トーラス
を S とする. 自然数 N に対して, 時刻 t での S 内の地
点 i/N における連続的スピンを xi(t)とする. このとき,
x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xN (t))は,時刻 tでの各格子点に
おける S上の場を表す. ただし, xのダイナミクスは,独立
な Brown運動 Bi(t)について,確率微分方程式 (SDE)

dxi(t) =
1

2
N2∆(ϕ′

·(x))i dt+N(dBi(t)− dBi+1(t))

によって与える. ここで, ∆は離散ラプラシアンすなわち,

∆xi = xi+1 − 2xi + xi−1

である. また,関数 ϕ ∈ C1(R)はポテンシャルと呼ばれ,∫
R
exp(−ϕ(x)) dx = 1

∫
exp(λx− ϕ(x)) dx = M(λ) < ∞ ∀λ ∈ R

を満たすと仮定する. このような ϕに対しては, RN 上の
密度関数

ΦN (dx) =

N∏
i=1

exp(−ϕ(xi)) dxi

日大理工・院 (前)・数学

が定義できる. なお,このMarkov過程の生成作用素は,

LN =
N2

2

(
N∑
i=1

(
∂

∂xi
− ∂

∂xi+1

)2

−(ϕ′(xi)− ϕ′(xi+1))

(
∂

∂xi
− ∂

∂xi+1

))
と表される. さらに, LN は ΦN について可逆となる. この
系は, 1次元 Gizburg-Landauモデルを呼ばれる.
x(0)の初期分布が ΦN に関する密度関数 f0

N (x)をもつ
と仮定すると,その後の時刻 t > 0における密度関数 f t

N (x)

は,前進方程式
∂

∂t
f t
N = LNf t

N , t > 0

f t
N |t=0 = f0

N

を満たす.

3. 流体力学極限
[2]において, 1次元Ginzburg-Landauモデルに対する流
体力学極限の問題が解決された. その中で,以下で定める
相対エントロピーHN が本質的な役割を果たしている.

HN (f) =

∫
f log fΦNdx

初期分布について以下を仮定する.

(A1) 関数m0(θ)が存在して, ∀J ∈ C∞(S)に対して,

lim
N→∞

∫
EN

f0
N (x)ΦN dx = 0

E0
N =

x;

∣∣∣∣∣∣ 1N
N∑
j=1

J

(
j

N

)
xj

−
∫

J(θ)m(0, θ) dθ

∣∣∣∣ ≥ δ

}
が成り立つことを仮定する.

(A2) 初期分布におけるエントロピーに関して

HN (f0
N ) ≤ CN, (C > 0)

を満たす.

令和 5年度　日本大学理工学部　学術講演会予稿集

 841

P-8



定理 1 ( [2] Thorem 1.1 ) 初 期 分 布 に 関 す る 仮 定
(A1), (A2) の下で, 後の時刻 t > 0 で ∀J ∈ C∞(S)

に対して,

lim
N→∞

∫
Et

N

f t
N (x)ΦN dx = 0

Et
N =

x;

∣∣∣∣∣∣ 1N
N∑
j=1

J

(
j

N

)
xj

−
∫

J(θ)m(t, θ) dθ

∣∣∣∣ ≥ δ

}
が成り立つ. ただし, m(t, θ)は,非線形拡散方程式

∂m

∂t
=
1

2

∂2

∂θ2
h′(m(t, θ)), t > 0, θ ∈ S

m(t, θ)|t=0 = m0(θ)

の解である. ここで,関数 hは,ルジャンドル変換

h(y) = sup
λ
{λy − ρ(λ)}, ρ(λ) = logM(λ)

である.

4. 非平衡揺動
1次元Ginzburg-Landauモデルに関する非平衡揺動の問
題は [1]において解決された. ここではその結果を概説す
る. 場の揺動 ζN (t)を,

ζNi (t) =
√
N

(
xi(t)−m

(
t,

i

N

))
とし,この分布を PN

t とする. α ∈ Rに対し, H−α を S 上
の Sobolev空間とし,フーリエ係数

ζ̂(p) =
1

N

N∑
j=1

ζje
ipj/N

について

∥ζ∥2−α =
∑
p∈Z

|ζ̂(p)|2(1 + p2)−α

によってそのノルムを定義する. α > 9/2 に対して, 揺
動 ζNt は, H−α-値確率過程とみなすことができる. 以下,
α > 9/2とする.
定理を述べるために必要な仮定は以下である.

(B1) ポテンシャルϕは,狭義凸である. すなわち, γ1, γ2 > 0

があって,

0 < γ1 < ϕ′′(x) < γ2, ∀x ∈ R

を満たす.

(B2) xi と m(i/N)の S における平均をそれぞれ x,mと
して,

ζ = ζN −
√
N(x−m)

としたとき,

lim sup
N→∞

1√
N

EN
non

[
∥ζN0 ∥2−1

]
= 0

lim sup
N→∞

√
NEN

non

[
|x−m|2

]
= 0

が成り立つ. ただし,初期分布 f0
NΦN に対する期待値

を, EN
non と表す.

(B3) H−α に弱収束構造を入れた測度空間をM(H−α)と
する. このとき,揺動の初期分布 PN

0 は, M(H−α)上
弱収束する.

仮定 (B1)は対数 Sobolev不等式や H−1methodと呼ばれ
る技法を用いるために本質的に必要である.

定理 2 ([1] Theorem1. ) 仮定 (A1)∼(A2), (B1)∼(B3)の下,
PN = (PN

t )t は, C(S,H−α)において,確率偏微分方程式
(SPDE)

∂

∂t
ζ∞(t) =

1

2

∂2

∂θ2
(h′′(m(t, θ))ζ∞(t)) +

∂

∂θ
Ẇ (t, x)

の解である, Ornstein-Uhlenbeck過程に弱収束する. ここ
で, Ẇ は時空ホワイトノイズ過程である.

定理 3 ([1] Theorem2. ) 仮定 (A1)∼(A2), (B1), (B2)の下,
l > 0, 2K + 1 =

√
N(2l + 1)として,

xi,k(t) =
1

2K + 1

∑
|j−i|≤K

xj(t), i = 1, . . . , N

とする. このとき, tについてコンパクトな区間で一様に,

lim
l→∞

lim sup
N→∞

EN
non

[∫ t

0

1√
N

N∑
i=1

(
xi,K(t)−m

(
s,

i

N

))2

ds

]
= 0

が成り立つ.
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