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Abstract: This study shows local skin friction coefficients for wide range of relative step heights in a 55◦ stepped channel.
An empirical equation for the local skin friction coefficients is proposed, developing the analytical calculation method for the
water depth and the boundary layer thickness in the 55◦ stepped channel.

1. まえがき
急傾斜水路における射流の運動エネルギーを傾斜面上で
減勢させる方法として階段状水路が利用されている [1], [2]．
階段状水路上の流況は，水路傾斜角度 𝜃 と相対ステップ高
さ 𝑆/𝑑c（𝑆：ステップ高さ，𝑑c [= 3

√
𝑞2/𝑔]：限界水深，𝑞：

単位幅流量，𝑔：重力加速度）によって変化する [1]．階段
状水路で skimming flow（ステップの隅角部で常に渦の形
成が認められる流況）[1] が生じるとき，流下とともに乱流
境界層が発達し，やがて水面に到達して空気が混入し始め
る．この断面は inception point（以下 I.P.と略す）と呼ば
れ [1]，I.P.の上流側で nonaerated skimming flowが形成さ
れる（Fig. 1参照）．
最近，nonaerated skimming flowの水深と乱流境界層厚
の解析的計算法が示され [3]，𝜃 = 19◦ の階段状水路に対し
て検証された [4]．しかしながら,重力式コンクリートダム
で採用されるような傾斜角度の大きい場合に対して，この
解析的計算法 [3], [4] に必要な局所摩擦抵抗係数が明らかに
されていないため適用できていない．
本研究は，nonaerated skimming flowの乱流境界層厚と
水深の解析的計算法 [3], [4] を水路傾斜角度 𝜃 = 55◦ の階段
状水路に対して検証したものである.
2. 実験
実験は，水路幅 𝐵 = 50.0 cm の長方形断面水路（Fig. 1
参照）において，越流開始点 Oから堰頂水平部終端（点 a）
までの区間が広頂堰となり，点 a から点 b までの区間が
WES の標準型越流堤頂下流側の形状となるように調整さ
れた堰を設置して行われた．この堰の下流側に 𝜃 = 55◦ か
つ 𝑆 = 2.5 cmの階段状水路が接続されている．Skimming
flowの生じる 𝑆/𝑑c を対象に，単位幅流量 𝑞 を Table. 1の
ように調整した．ここに，𝑇 は水温，𝑅e [= 𝑞/𝜈] はレイノ
ルズ数，𝜈 [= 𝜇/𝜌] は水の動粘性係数，𝜇は水の粘性係数，
𝜌 は水の密度である．

Edge断面を対象に，水深 𝑑 はポイントゲージを用いて
測定された．時間平均流速 𝑢 は，ピトー管（管径 3 mm,
JIS-B8330）を用いて測定された．水深と流速の測定は水
路中央面 (𝑧 = 0)を対象とした．空気混入開始断面近傍の
水面の流況は，高速度ビデオカメラ（撮影速度 1000 fps,露
光時間 1/1000 s）を用いて観察された.

3. 水深と乱流境界層厚の解析的計算法
堰上流側の断面①（Fig. 1）と階段状水路の任意な edge
断面（断面③, Fig. 1）との間の自由水面に沿う流線に
ベルヌーイの定理を適用すると，乱流境界層外側の領域
（𝛿 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑，𝑦 は仮想底面を原点とする垂直上向きの座
標，𝛿は乱流境界層厚）のエネルギー損失は無視できる [5]

ため，
1.5𝑑c + 𝑥 sin 𝜃 = 𝑑 cos 𝜃 +𝑈2/(2𝑔) (1)

が示される．ここに，𝑥 は仮想底面（pseudo bottom）に沿
う堰頂からの流下方向座標，𝑈 は乱流境界層外側流速で
ある．

Nonaerated skimming flowの edge断面における時間平

 

Figure 1. Definition sketch of a steppd channel
Table 1. Experimental conditions

𝜃 (◦) 𝑆/𝑑c (−) 𝑞 (m2/s) 𝑇 (◦C) 𝑅e × 10−4 (−)
55 0.2 0.138 20 14
55 0.5 0.0350 20 3.5
55 0.8 0.0173 20 1.7

均流速 𝑢の分布について，乱流境界層内 (0 ≤ 𝑦 ≤ 𝛿) では，
𝑢/𝑈 = (𝑦/𝛿)1/𝑁 for 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝛿 (2)

で近似されるものとする．また，乱流境界層外 (𝛿 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑)
では，一様流速分布となるため，

𝑢/𝑈 = 1 for 𝛿 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 (3)
である．
排除厚 𝛿1 は，𝛿1 =

∫ 𝑑

0

(
1 − 𝑢

𝑈

)
d𝑦で定義され，式 (2)と

式 (3)を用いると，
𝛿1 = 𝛿/(𝑁 + 1) (4)

となる．また，単位幅流量 𝑞 は，式 (2) と式 (3) を用い
ると，

𝑞 =
∫ 𝑑

0
𝑢d𝑦 = 𝑈 (𝑑 − 𝛿1) (5)

で示される．式 (4) と式 (5) を式 (1) に適用し，後述 4.1.
の結果より，𝑁 は 𝑥 によらず一定であるから，両辺を 𝑥 で
微分すると，

d𝑑
d𝑥

=
sin 𝜃

(
𝑑
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− 1
1+𝑁

𝛿
𝑑c

)3
− 1

1+𝑁
d𝛿
d𝑥

cos 𝜃
(
𝑑
𝑑c

− 1
1+𝑁

𝛿
𝑑c

)3
− 1

(6)

が得られる [3]．
非圧縮性・粘性流体で二次元定流の場合，階段状水路の
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nonaerated skimming flowにおいて，仮想底面上の剪断応
力 𝜏0 を考慮することで乱流境界層の運動量方程式は，

d𝛿2

d𝑥
+ 2𝛿2 + 𝛿1

𝑈

d𝑈
d𝑥

=
𝐶f

2
(7)

で示される [3]．ここに，𝛿2 [=
∫ 𝑑

0
𝑢
𝑈

(
1 − 𝑢

𝑈

)
d𝑦] は運動量

厚，𝐶f [= 𝜏0
1
2 𝜌𝑈

2 ] は局所摩擦抵抗係数である. 式 (2) と式
(3)を用いると，𝛿2 は，

𝛿2 = 𝑁𝛿/{(𝑁 + 1)(𝑁 + 2)} (8)
となる．式 (7)に式 (1)，式 (4)，式 (8)を代入すると，

d𝛿
d𝑥

=
(𝑁 + 1)(𝑁 + 2)

2𝑁
𝐶f

−
(
1 + 𝑁 + 2

2𝑁

)
・𝛿
𝑥
・ sin 𝜃 − d𝑑

d𝑥 cos 𝜃

sin 𝜃 + 1.5 𝑑c
𝑥 − 𝑑

𝑥 cos 𝜃
(9)

が得られる．すなわち, 与えられた 𝜃, 𝑞(あるいは 𝑑c), 𝑁 ,
𝐶f に対する階段状水路の nonaerated skimming flow にお
ける水深と乱流境界層厚の流下方向変化は,式 (6)と式 (9)
の両式を用いて求められる.

4. 結果
4.1. 流速分布

Nonaerated skimming flow の edge 断面における相対流
速 𝑢/𝑈 の分布の一例を Fig. 2に示す. なお，乱流境界層厚
𝛿 の間接測定値は，𝑑, 𝑢 の実験値を 𝛿1 と 𝛿2 の定義式に代
入し，𝛿1 と 𝛿2 をそれぞれ求め,これらを

𝛿 = {(𝐻12 + 1)/(𝐻12 − 1)}𝛿1 (10)
に代入して算出された．ここに，𝐻12[=𝛿1/𝛿2] は形状係数
である．また，Fig. 2の実線は式 (2)と擬似等流空気混入
水流における 𝑁 の実験式,

𝑁 = 14𝜃−0.65 𝑆

𝑑c

(
100
𝜃

𝑆

𝑑c
− 1

)
− 0.041𝜃 + 6.27 (𝜃 in deg.)

(11)
より得られる 𝑢/𝑈 の計算値である．Fig. 2より，与えられ
た 𝜃 と 𝑆/𝑑c に対して乱流境界層内 (0 ≤ 𝑦/𝛿 ≤ 1) の 𝑢/𝑈
の実験値と計算値は，決定係数 𝑅2 = 0.87で一致した．す
なわち，𝜃 = 55◦ の nonaerated skimming flowの境界層内
での流速分布は，式 (2)と式 (11)で近似できる.

4.2. 水深と乱流境界層厚の流下方向変化
与えられた 𝜃 と 𝑆/𝑑c に対して，𝑑 と 𝛿 の測定値および
式 (11) より算出された 𝑁 の値を式 (9) に用いると，局所
摩擦抵抗係数 𝐶f の間接測定値が得られる．この方法で得
られた 𝐶f の間接測定値より，𝜃 = 55◦ の場合の 𝐶f の実
験式，

𝐶f =

(
0.0649 − 0.035

𝑆

𝑑c

) ( 𝑥

𝑆 cos 𝜃

)− 1.062
𝑁 for 0.2 ≤ 𝑆/𝑑c ≤ 0.8

(12)
を提案する. 与えられた 𝜃 と 𝑆/𝑑c に対して, 式 (6), 式
(9), 式 (11), 式 (12) から得られる 𝑑/𝑑c と 𝛿/𝑑c の計算値
を Fig. 3 の各線に示す．また，𝑑/𝑑c と 𝛿/𝑑c の測定値を
Fig. 3に各プロットで示す．なお，𝑑/𝑑c と 𝛿/𝑑c の解析的
計算の境界条件には，階段状水路開始断面②（𝑥 = 𝑥0）の
水深 𝑑 と乱流境界層厚 𝛿 の実験値を与えた．Fig. 3より，
与えられた 𝜃 に対して，𝑆/𝑑c の増加に伴い，𝑑/𝑑c = 𝛿/𝑑c
となる I.P.までの相対距離（𝑥 − 𝑥0）/𝑑c は小さくなる．
4.3. 水面の流況観察
空気混入開始断面近傍の水面の静止画の一例を Fig. 4に
示す．階段のステップ隅角部で水路横断方向全体に空気混
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Figure 3. Water depth and boundary layer thickness
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Figure 4. Flow conditions of the inception point
入し始めた最上流断面は，𝜃 = 55◦ かつ 𝑆/𝑑c = 0.5 のと
き，（𝑥 − 𝑥0）/𝑑c = 5.5 であった（Fig. 4 参照）．一方，
nonaerated skimming flowの水深と乱流境界層厚の発達状
態の解析結果から推定される 𝛿/𝑑c = 𝑑/𝑑c となる断面，す
なわち，式 (6)，(9)，(11)，(12) より 𝛿/𝑑c = 𝑑/𝑑c となる
のは（𝑥 − 𝑥0）/𝑑c = 6.6であった（Fig. 3参照）．これらの
誤差率は 17%で一致している．
5. まとめ
傾斜角度 𝜃 = 55◦ かつ 0.2 ≤ 𝑆/𝑑c ≤ 0.8 の nonaerated

skimming flowを対象に，従来示されている水深と乱流境
界層厚の解析的計算法の適用範囲の拡張を行った．乱流境
界層厚内において，相対流速 𝑢/𝑈 の分布は 1/𝑁 乗則で近
似され，式 (2)が適用できることを確認した．また，局所
摩擦抵抗係数の実験式を提案し，水深 𝑑/𝑑c と乱流境界層
厚 𝛿/𝑑c の解析計算値と測定値とが概ね一致することを示
した．さらに，高速度ビデオカメラによる観察での I.P.と
解析的に得られる I.P.とが概ね一致することを示した．
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