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Abstract : We investigate properties of the Schrödinger-Langevin equation and derive it using Nelson’s stochastic

quantization.

1. 導入
散逸量子系は，様々な視点から多くの人々により研究
されている．それらの中で，次のシュレディンガー・ラ
ンジュバン方程式（SL方程式）に関する研究がある．
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ここで，γ(> 0) は減衰係数であり，期待値は ⟨A⟩ =∫∞
−∞ ψAψdx のように定義される．SL 方程式は Kostin

によりランジュバン方程式との対応に基づいて導かれた．
[1]

本研究では初めに，具体例として SL方程式の調和振動
子解を求め，実際にそれが散逸を表すことを確認する．次
に，SL方程式から確率保存則，エネルギーの減衰，エー
レンフェストの定理を導く．最後に，ネルソンの確率量
子化を用いて SL方程式をより系統的に導出する．
2. SL方程式の調和振動子解
調和振動子の SL方程式を解くために
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という波動関数を仮定する．ここで，χ(t), P (t), g(t)は
tの未知関数であり，un(x)は
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√

mω
ℏ )と定義される調和振動子の固有関数である．

式 (2)を SL方程式に代入すると
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が得られ，式 (4)から P を消去すると，
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が求まる．この方程式の解は
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であり，古典的な減衰調和振動子を表している．ここで，
δは初期位相，χ0は最大振幅である．この χ(t)を式 (2)

に代入することにより，量子論的な減衰調和振動子の振
る舞いを知ることができる．
3. SL方程式の性質
SL方程式は
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のように書ける。ただし，Ĥ と Lは次式で定義される．
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（1）確率保存則
SL方程式 (7)の両辺に ψをかけると
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が得られ，式 (9)の複素共役をとると次式が得られる．
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式 (9)から式 (10)を引くと Lが相殺して連続の方程式
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である．このようにして確率保存則が導かれる．
（2）エネルギーの減衰
全エネルギー E は E =
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が得られる．波動関数の極表示 ψ = R exp
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が求まり，時間発展でエネルギーEが減衰することがわ
かる．
（3）エーレンフェストの定理
運動量演算子の期待値は
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が得られる．これは，抵抗力のある場合のエーレンフェ
ストの定理である．
（4）減衰項のあるハミルトン-ヤコビ方程式
波動関数の極表示を SL方程式に代入すると
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が得られる．式 (15)を実部と虚部に分けると，実部は
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となり，虚部は
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となる．実部の古典的極限をとると
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が導かれるが，これは減衰項のあるハミルトン-ヤコビ方
程式である．一方で虚部は式 (11)に一致する．
4. 確率量子化による SL方程式の導出
一般に，散逸系のラグランジアンやハミルトニアンの
設定は難しい．そこで，運動方程式に基づく量子化法で
あるネルソンの確率量子化 [3]を用いて SL方程式の導出
を試みる．[4]

量子力学に従う粒子の運動が確率過程X(t)によって

dX(t) =


b(X(t), t)dt+

√
ℏ
m
dW (t) (dt > 0)

b∗(X(t), t)dt+

√
ℏ
m
dW∗(t) (dt < 0)

(19)

と表されると仮定する．ここで，W (t)はウィーナー過
程，∗は時間反転，b(X(t), t)は平均前方速度場を表す．
条件付き期待値 Et [•] = E [•|X(t)]を用いて確率過程
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と定義し，X(t)の平均速度 vと平均加速度 aを
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と求まる．ただし，ここでフォッカー・プランク方程式を
用いた．式 (22)を速度に比例する項を持つニュートン・
ネルソンの運動方程式ma+ γv + ∂V
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が得られる．ここで，v = 1
m
∂S
∂x とおき，式 (23)を xで

積分すると
∂S

∂t
+

1

2m

(
∂S

∂x

)2

− ℏ2

2m

(
1
√
ρ

∂2

∂x2
√
ρ

)
+
γ

m
S + V + C = 0 (24)

が求まる．ただし，C は tの任意関数である．式 (24)に
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が得られる．これが平均的にシュレディンガー方程式に
なるように C を選ぶと式 (25)は，
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となり，SL方程式を導くことができる．
5. まとめと今後の課題
本研究では SL方程式の調和振動子解を求め，それが
散逸を表すことを確認した．また，SL方程式から確率保
存則，エネルギーの減衰，エーレンフェストの定理を導
いた．また，ネルソンの確率量子化を用いて SL方程式
を導出した．
今後の課題として，散逸量子系に関する他の研究（例
えば [5]）との比較検討を行うことが挙げられる。
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