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Abstract: In this article, we explain the notion of successive minima on lattices and contributions due to Minkowski in the
geometry of numbers. In particular, we show how Blichfeldt’s lemma implies Minkowski’s convex theorems.

1. はじめに
本稿においては, 幾何学的な方法, 特に格子点に対する

H. F. Blichfeldtの補題を用いた証明による H. Minkowski
の凸体定理の紹介を行う．逐次最小近似という概念に負う
証明に関して論じ,数論的な諸性質の考究に活用する.

2. Minkowskiの凸体定理

定義 2.1 (凸体). Rnの空でない部分集合で有界かつ凸な閉
集合Bを凸体という. ただし凸とは,点 P,Q ∈ Bならば,

線分 PQ上の点がすべてBに属する集合のことである.

定義 2.2 (格子). Rn において座標がすべて有理整数であ
る Znを格子点といい,格子点全体の集合を格子と呼ぶ. よ
り一般には, Zn を実係数 n次正則行列による線形変換で
変換した像を, Rnの格子と定めるが,本稿では簡単のため
Zn のみ考察する.

定理 2.1 (Minkowskiの第一凸体定理). [5, Theorem 10]
Rn の部分集合 B が原点を内点として含み, 原点に関し
て点対称な凸体であるとする. Bが通常の意味での体積
µ(B)をもつものとする. このとき

µ(B) ≥ 2n (1)

ならば, Bは原点と異なる格子点を必ず含む.

注 2.1. Bの内点集合を改めてBと考えてもよい. この場
合は,定理2.1の十分条件を µ(B) > 2n とすれば良い.

Minkowskiの第一凸体定理は,最近の数論の成果のみな
らず,物理学等にも応用されているといわれる. この定理
には L. J. Mordell [4], C. L. Siegel [5] 等による別証明も
ある．

定義 2.3 (逐次最小近似). Rnの凸体B, 1 ≤ j ≤ nに対し
λj = inf {λ ∈ R≥0 : λBが一次独立な格子点 j 個を含む }
と定めると

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λn < ∞

となる. この λ1, . . . , λnを凸体Bの逐次最小近似という.
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図 1: 逐次最小近似 λ1, λ2 の取り方

定理 2.2 (Minkowskiの第二凸体定理). [5, Theorem 16]
Rn の部分集合 B が原点を内点として含み, 原点に関し
て点対称な凸体であるとする. Bが通常の意味での体積
µ(B)をもつとする. λ1, · · · , λnをBの逐次最小近似とす
る. このとき次の不等式が成り立つ.

2n

n!
≤ λ1 · · ·λn · µ(B) ≤ 2n. (2)

λ̃ = 2µ(B)−1/n とおき, 定理2.1を凸体 λ̃Bに適用する
と λn

1 · µ(B) ≤ 2n が従う [6, p. 80]ことより,定理2.2は定
理2.1よりも精密な評価を与えることがわかる.

3. Blichfeldtの補題
ここではMinkowskiの第一凸体定理の証明に用いるBlich-

feldtの補題を以下に紹介する.

補題 3.1 (Blichfeldtの補題). [1, Theorem 1] まず ϕ ̸= D ⊂
Rn を，格子点による平行移動で不変な離散集合, つまり
Rn の任意の格子点 g ∈ Zn に対し, D + g = Dを満たす
ものとする. n次元単位立方体 EとDとの共通部分の元の
個数がN 個であると仮定する. また, Rを Rnの空でない
部分集合で,体積 µ(R) > 0をもつとする,このとき x ∈ E
が存在して,集合 R+ xがN · µ(R)個以上のDの点を含
むようにすることができる.

特にRが有界閉集合ならば, x ∈ Eが存在して集合R+x

がN · µ(R)個より多くのDの点を含む.

令和 6年度　日本大学理工学部　学術講演会予稿集

 866

P-1



補題3.1の証明は [6, p. 30–32]にある. 特に Dを整数格子
Zn に適用すると,次の系が従う.

系 3.1 (Blichfeldtの補題 [5, Lemma 1]). Mを Rn の有界
な開集合で, 通常の意味での体積 µ(M)をもち, その体積
は 1より大きいと仮定する.このとき異なる 2点 x,y ∈ M

が存在して
x− y ∈ Zn が成立する. (3)

系3.1の x,y ∈ Mは格子点とは限らないが,その差は常
に格子点になるのである.
系3.1の証明を,図によって説明してみよう. n次元単位
立方体を E , 格子点を gとおく. gが全ての格子点を走る
とき∪

g

(
E + g

)
= Rnとなる. Mと E + gが空でない共

通部分を持つときの共通部分をMg, その体積を Vg とす
る. 仮定よりMは有界であることからMg ̸= ϕとなる g

は有限個に限る. 即ち µ(M) =

∫
M

dy =
∑
g

Vgの和は,有

限和である. Mを−gで平行移動すると, E とM− gの共
通部分は,体積 Vgを持つMg − gであり,このような図形
は全て E に含まれる. 仮定より µ(M) =

∑
g Vg の体積は

> 1であるので, E の体積 = 1から集合Mg − gは必ず重
なる. この重なるMg′ − g′ とMg′′ − g′′ の共通部分に属
する点を x′ とおくと (g′ ̸= g′′,下記右図は重なり部分の
状態), 2点 x := x′ + g′ と y := x′ + g′′ はいずれもMに
属し,その差 x− y = g′ − g′′ は格子点である.

図 2: Blichfeldtの補題の系3.1の証明図

4. Minkowski第一凸体定理の証明
詳しい証明は [6, p. 33]にあるが, Bを半分に縮小した
集合を 1

2Bとおくと,仮定から

µ
(1
2
B
)
≥ 1

である. R = 1
2B, N = 1に対し N · µ(R) ≥ 1より格子

D = Znに対して Blichfeldtの補題3.1を適用する. 1
2B+y

が異なる格子点 2個をもつような y ∈ E が存在する.その
格子点 2個を g1,g2 (g1 ̸= g2)とおくと g1 − y,g2 − y ∈
1
2Bとなる. 仮定より, 1

2Bは原点に関して点対称. 従って
y − g2 ∈ 1

2B. y1,y2 ∈ Bに対し

g1 − y =
1

2
y1, y − g2 =

1

2
y2

と表すと
g1 − g2 =

1

2
y1 +

1

2
y2

となる. Bは凸体より 1
2y1+

1
2y2,即ち格子点 g := g1−g2

はBに属する. g ∈ Znであるが g1 ̸= g2より g ̸= 0.

5. Minkowski第二凸体定理の証明の概略
Minkowski第二凸体定理の詳しい証明は, [6, Chapter IV]
もしくは, [5, Chapter I, Lecture IV]にある. 逐次最小近似
の概念を活かした上で,上記の第一凸体定理の証明を繰り
返すような論法である. C. L. Siegelは,証明を正確に記述
するために新たな関数を導入したが,ここではその関数を
用いずに,補題3.1を適用して証明する議論の概要を述べる.

逐次最小近似 λ1, . . . , λn を定義するときの一次独立な
格子点 g1, . . . ,gn を, gj ∈ λjB (1 ≤ j ≤ n)を満たすも
のとして取る. J を 2 ≤ J ≤ nを満たす添字とする. また,
λ < λJ を満たす λBに属する格子点を gとする. このと
き gは g1, . . . ,gJ−1 の実数係数一次結合で表されること
が示せる [6, Lemma 1B].

第二凸体定理は,行列式を用いた体積表示を用いながら,
この議論を帰納的に繰り返すこととによって示される.

6. 今後の課題
幾何学的な方法を用いて,数論に関する諸性質を考察す
る数の幾何学の主定理であるMinkowskiの第一凸体定理,
第二凸体定理の内容と証明の概略を上記で述べた. 今後は
これらの二定理や, L. Kroneckerの近似定理,及び数の幾何
学の証明方法を活用した,有理数と無理数の違いを明らか
にする図形の表示に関し,新たな知見等を考究したいと考
えている.
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