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Abstract: We give a proof of the Normalization Theorem in system T by introducing the notion of“ ordinal numbers”. This
method is more intuitive than the proof using“ reducibility”.

1. はじめに
数理論理学は,形式化された論理や計算の構造と,それ
らが数学的体系とどのように関係するかを研究する数学
の一分野である. 初期には数学の基礎付けを目指したが,
現代ではプログラミング言語の設計や検証など,計算機科
学でも重要な役割を果たしている. 特に型理論は論理と計
算を統一的に扱う枠組みであり,型を通じて計算の正当性
を保証している.
型理論において正規化定理は,全ての型付き項の計算が
有限のステップで終了し,正規形に簡約されることを保証
する重要な定理であり,これにより論理体系の健全性が担
保される.
本稿では, 簡約可能性に基づく証明ではなく, 順序数を
用いた正規化定理の証明を提示し,計算の停止性をより直
感的かつ明確に示すアプローチを採用する.

2. システム Tついて
システム Tは,クルト・ゲーデルが提案した計算体系で,
特に自然数に基づいた原始再帰操作を型理論に取り入れ
た重要なシステムである. システム Tの主な要素は,自然
数型 oとその項である「0」と後者関数 S である. また,
システム Tには,関数を指定回数だけ繰り返す反復合成作
用素 Jτ もあり,自然数に依存しない反復演算を行う.
さらに,システム Tの正規化定理は, Church-Rosserの定
理と合わせて,全ての計算が有限回で一意の正規形に簡約
されることを保証する. これにより,型理論における計算
の信頼性を確立する重要な役割を果たしている.

3. 型の帰納的な定義
記号 oは型（自然数の型）である.
もし σと τ が型であれば, (σ)τ も型である.
（(σ)τ は型 σから型 τ への特定の写像の型を示す）.
簡潔に表記するために, σが単一の記号で書かれた場合
に, (σ)τ を στ と書く. 上記の定義より, o以外のすべての
型は τ1...τn (n ≥ 1)の形を持っている.
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4. 項およびその型の帰納的な定義
原始的な項として以下を取る:

• 各型 τ の変数は可算無限個あり,それぞれ型 τ の項

• 算術の原始項 0は型 oの項

• 算術の原始項S は型 ooの項

• 組み合わせ子Kστ は型 τστ の項

• 組み合わせ子 Sρστ は型 (ρστ)(ρσ)ρτ の項

• イテレータ Jτ は型 o(ττ)ττ の項

• aστ と bσ が型 στ および σの項であれば, aστ (bσ)は
型 τ の項

簡潔に表記するために, bσ が合成項として書かれていな
い場合, aστ (bσ)を aστ bσ と書く.

5. 数字の帰納的な定義
数字 Nn (n ∈ N)の帰納的な定義は次の通り:

N0 :=0

Nn+1 :=SNn

これらの数字は型 oの特別な項.

6. reductionの定義
6.1 項の簡約
定義: 項が以下の 3つの形のいずれかである場合, その
項は「開いている」と言う.

1. Kστa
τ bσdτ11 ...dτmm

2. Sρστa
ρστ bρσcρdτ11 ...dτmm

3. JτNna
ττ bτdτ11 ...dτmm

各場合で τ = τ1...τm+1(m ≥ 0)であり,項は型 τm+1 .
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6.2 項の簡約可能性の帰納的な定義
• 部分項として開いている項がある場合,簡約可能.

aτ ▷1bτ（「項 aτ が bτ に 1ステップで簡約される」）の帰納
的な定義: 多くの場合があるが,例として, τ = τ1...τm+1

(m ≥ 0)のとき,

• Kστa
τ bσdτ11 ...dτmm ▷1 aτdτ11 ...dτmm

• JτNn+1a
ττ bτdτ11 ...dτmm ▷1 aττ (JτNna

ττ bτ )dτ11 ...dτmm

7. 順序数について
定理 1 各順序数項 α ̸= 0に対して, α = ωα1 + · · ·+ ωαn

となるような一意な α1 ≥ · · · ≥ αn (n ≥ 1)が存在する.

この定理より,任意の順序数項 α ̸= 0に対して,
α1 ≥ ... ≥ αn (n ≥ 1) .
よって, α = ωα1 + · · · + ωαn となる一意に決定された
順序数項が存在する.
したがって, αi < ϵ0 ならば α < ϵ0 となる.

順序数項の自然和と自然積 :
順序数の通常の和と積とは異なる自然和 ×と自然積#

が定義でき,これを項への順序数の割り当てに用いる.

8. 項に順序数項を割り当てる方法
型 τ の次数 gτ の帰納的定義：

1. go := 0

2. g(στ) := max(gσ + 1, gτ)

型の次数は自然数である.
各項 aτ と自然数 iに対する順序数項 [aτ ]iの帰納的定義：

1. aτ が変数または算術基本項 0またはS である場合,
すべての i ∈ Nに対して [aτ ]i := 0

2. ατ が型 τ の組み合せ子である場合,

[aτ ]i :=

1 if i ≤ gτ

0 if i > gτ

3. Jρ が型 τ = o(ρρ)ρρのイテレータである場合,

gτ = gρ+ 2で,

[Jρ]i :=


1 if i ≤ gρ+ 1

ω if i = gρ+ 2

0 if i > gρ+ 2

[JρNn]i :=


1 if i ≤ gρ+ 1

n if i = gρ+ 2

0 if i > gρ+ 2

4. 項 aστ bσ が JρNn の形を持たない場合,

[aστ bσ]i :=

2[a
στ bσ ]i+1 × ([aσ]i#[bσ]i) if i ≤ gρ+ 1

[aσ]i if i > gρ+ 2

この最後の規則は帰納的であり, [ab]gσ+1 = [a]gσ+1 か
ら始まり, gσ − iに関する帰納法によって i ≤ gσ の場合
の [ab]i が決定される.

9. 順序数を用いた Tの正規化定理の証明
項の順序の評価:
項 aτ の順序を,順序数項 [aτ ]0 で表す.
[aτ ] < [bτ ]は,
[aτ ]0 < [bτ ]0 かつ i ≤ gτ に対して [aτ ]i ≤ [bτ ]i

を意味する.

補題 2 １回で aτ が bτ に簡約されるならば, [aτ ]0 < [bτ ]0

この補題を示すには,例えば以下を示せばよい.

• [aτ ] < [Kστa
τ bσ]

• [aττ (JτNna
ττ bτ )] < [JτNn+1a

ττ bτ ]

結果として,以下の定理を得る.

定理 3 aτ1 ▷1 aτ2 ならば [aτ2 ]0 < [aτ1 ]0.

定理 4 (正規化定理) すべての項には正規形が存在する.

証明:
順序数 αに関して次の命題を帰納法で証明する:
「すべての項 aτ について, α = [aτ ]0 ならば, aτ は正規
形を持つ」.

1. (aτ がすでに正規形の場合)
この場合は明らかに成立する.

2. (aτ が正規形でない場合)
aτ ▷1 aτ1 となる項 aτ1 が存在し, 定理 1より [aτ1 ]0 <

[aτ ]0 となる. 帰納法の仮定により, [aτ1 ]0 < αなので,
aτ1 は正規形を持つ. したがって, aτ ▷1 aτ1 より, aτ も
正規形を持つ.

以上により,すべての項に正規形が存在することが示さ
れた.

　　　　　　　　　　　　　　　 □
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