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Abstract: We consider the uniqueness of viscosity solutions of second-order partial differential equations subjected to
the Dirichlet boundary condition. For this purpose, we study the comparison principle in order to show the uniqueness of
solutions. Assuming the structure condition, we prove the comparison principle for viscosity solutions of the second-order
partial differential equations.

1. はじめに
Ω ⊂ Rn は有界開集合、Sn を n× n対称行列のなす集
合とする.ν > 0は定数、F : Ω × R × Rn × Sn → Rは連
続であるとする。ここでX,Y ∈ Sn、任意の ξ ∈ Rnに対
してX ≤ Y とは次が成り立つことである.

X ≤ Y ⇐⇒ ⟨Xξ, ξ⟩ ≤ ⟨Y ξ, ξ⟩.

定義 1 ([1,定義 1.4]). F が楕円型であるとは任意の x ∈ Ω,
r ∈ R, p ∈ Rn, X,Y ∈ Sn に対して X ≤ Y ならば
F (x, r, p,X) ≥ F (x, r, p, Y )が成り立つことである.

u : Ω → R が x ∈ Ω で一回または二回微分可能な時
Du(x) = (uxj

(x))j=1,···n、D2u(x) = (uxixj
(x))i,j=1,···n

と表す. 本研究では、

νu(x) + F (x, u(x), Du(x), D2u(x)) = 0 in Ω (1)

のような二階偏微分方程式の Dirichlet境界条件

u(x) = 0 on ∂Ω (2)

下での粘性解の一意性について考える. 粘性解の一意性を
示すためには、のちに述べる粘性解に対する比較原理を示
せばよい.本講演は [2]による二階偏微分方程式の粘性解
に対する比較原理についての総合報告である.

2. 粘性解
定義 2 ([1,定義 2.1]). 任意の ϕ ∈ C2(Ω)に対して u − ϕ

が x ∈ Ωで最大値 (最小値)をとるならば

F (x, u(x), Dϕ(x), D2ϕ(x)) ≤ 0(≥ 0)

が成り立つとき u : Ω → Rを (1)の粘性劣解 (優解)であ
るという.

定義 3 ([1,定義 2.3]). u : Ω → Rが (1)の粘性劣解かつ粘
性優解であるとき uを (1)の粘性解であるという.
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3. 二階偏微分方程式の粘性解の比較原理
二階偏微分方程式の比較原理を考えることで Dirichlet
境界条件下での二階偏微分方程式の粘性解の一意性を示
すことができる. 二階偏微分方程式の比較原理を証明する
ために構造条件と呼ばれる仮定を与える.

定義 4 ([2, (3.21)]). F が構造条件を満たすとは以下を満
たす [0,∞)上連続で ω(0) = 0を満たす非負値関数 ωF :

[0,∞) → [0,∞)が存在することである: X,Y ∈ Sn, µ > 1

が

−3µ

(
I 0

0 I

)
≦
(
X 0

0 Y

)
≦ 3µ

(
I −I

−I I

)

を満たすならば
F (y, µ(x− y), Y )−F (x, µ(x− y), X) ≦

ωF (|x− y|(1 + µ|x− y|))

が成り立つ.

構造条件を満たすとき F が楕円型であることが [3]の
Remark3.4で証明されている.ここで

USC(Ω) := {u : Ω → R | Ω上上半連続 }

LSC(Ω) := {u : Ω → R | Ω上下半連続 }

とする.

定理 5 ([2, Theorem3.7]). ν > 0は正定数とする.F は構造
条件を満たすと仮定する.u ∈ USC(Ω)が (1)の粘性劣解、
v ∈ LSC(Ω)が (1)の粘性優解とする. ∂Ω上 u ≤ v なら
ば Ω上 u ≤ vが成り立つ.

定理 5を比較原理という.この比較原理を証明すること
で二階偏微分方程式の粘性解の解の一意性を示すことが
できる.

命題 6. Dirichlet境界条件下 (2)を満たす u, v が (1)の粘
性解ならば Ω上 u = vが成り立つ.
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Proof. ∂Ω上 u = v = 0より ∂Ω上 u ≤ v, v ≤ uであ
る. uが粘性劣解、vが粘性優解、∂Ω上 u ≤ vなので比較
原理より Ω上 u ≤ vが成り立つ.
また、uが粘性優解、vが粘性劣解、∂Ω上 v ≤ uなの
で比較原理より Ω上 v ≤ uが成り立つ.
したがって Ω上 u = vが成り立つ.

4. 定理 4の証明
定理 4を背理法で示す. max(u − v) =: θ > 0と仮定す
る. ε > 0に対して

ϕε(x, y) := u(x)− v(y)− |x− y|2

2ε

とおく. (uε, yε) ∈ Ω× Ωで ϕε が最大値となるとすると

ϕε(xε, yε) ≥ max
x,y∈Ω

ϕε(x, x) = max
x,y∈Ω

(u(x)− v(x)) = θ.

Bolzano-Weierstrassの定理より

εk → 0, (xεk , yεk) → (x̂, ŷ)(k → ∞)

を満たす x̂, ŷ ∈ Ω, εk > 0が存在する. ϕε(xεk , yεk) ≥ θ

より
|xεk − yεk |2

2εk
≤ max

Ω
u−min

Ω
v

だから |xεk −yεk | ≤ 2εk(maxΩ u−minΩ v) → 0(k → ∞).
よって x̂ = ŷ となるので (xεk , yεk) → (x̂, ŷ)(k → ∞)

となる.
次に

0 ≤ |xεk − yεk |2

2εk
= u(xεk)− v(yεk)− θ

より上極限をとればu−v(x̂) = θ。∂Ω上u ≤ vより x̂ ∈ Ω

となる.議論を進めるにあたり、次の石井の補題を用いる.

補題 7 ([2, Lemma3.6]). u, ω ∈ USC(Ω), ϕ ∈ C2(Ω × Ω)

に対し (x̂, ŷ) ∈ (Ω× Ω)は次を満たすとする.

max
x,y∈Ω

(u(x)− v(y)− ϕ(x, y)) = u(x̂)− v(ŷ)− ϕ(x̂, ŷ).

このとき、任意の µ > 1に対して次を満たす X,Y ∈ Sn

が存在する.

(Dxϕ(x̂, ŷ), X) ∈ J
2,+

Ω u(x̂), (Dxϕ(x̂, ŷ), Y ) ∈ J
2,+

Ω ω(ŷ),

−(µ+ ||A||)

(
I 0

0 I

)
≤

(
X 0

0 Y

)
≤ A+

1

µ
A2

ただし A = D2ϕ(x̂, ŷ) ∈ Sn,
J
2,±
K u(x)

:=


(p,X) ∈

Rn × Sn

∣∣∣∣∣∣∣∣
∃xk ∈ K, ∃(pk, Xk) ∈ J2,+

k u(xk)s.t.

(xk, U(xk), pk, Xk) → (x, u(x), p,X)

(k → ∞)


,

J2,+
K u(x) :=


(p,X) ∈

Rn × Sn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u(y) ≤ u(x) + ⟨p, y − x⟩

+
1

2
⟨X(y − x), y − x⟩

+o(|y − x|2)(y ∈ K → x)


,

J2,−
K u(x) :=


(p,X) ∈

Rn × Sn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u(y) ≥ u(x) + ⟨p, y − x⟩

+
1

2
⟨X(y − x), y − x⟩

+o(|y − x|2)(y ∈ K → x)


.

これより ω := −v, µ := 1
εk
, ϕ(x, y) = |x−y|2

2εk
とすると

(
xε − yε

ε
,X) ∈ J

2,+
u(xεk), (

xε − yε
ε

,−Y ) ∈ J
2,−

v(yεk),

−3µ

(
I 0

0 I

)
≤

(
X 0

0 −Y

)
≤ 3µ

(
I −I

−I I

)
を満たすX,−Y ∈ Sn が存在する.
ここで u が粘性劣解 (優解) であることと x ∈

Ω と (p,X) ∈ J
2,+

u(x)(resp., J
2,−

u(x)) に対して
F (x, u(x), p,X) ≤ 0(resp.,≥ 0) が成り立つことが同値
なので

νu(xεk) + F (xεk ,
xεk − yεk

εk
, X) ≤ 0,

0 ≤ νv(yεk) + F (yεk ,
xεk − yεk

εk
,−Y ).

よって構造条件より

ν(u(xεk)− v(yεk)) ≤ F (yεk ,
xεk − yεk

εk
,−Y )

− F (xεk ,
xεk − yεk

εk
, X)

≤ ωF (|xεk − yεk |(1 + µ|xεk − yεk |).

ここで k → ∞とすると νθ ≤ 0となるが、仮定 ν > 0

より θ ≤ 0となり矛盾する.
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